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Scillnsswort. 



Den zweiten Band meiner Vorlesungen über die Mechanik des 
Himmels habe ich mit einem Abschnitt über Mechanische Quadratur 
eingeleitet Da das Problem der drei Körper in complicirteren 
Fällen nicht analytisch integrirt werden kann, hat man, besonders 
in. der letzten Zeit, sich der mechanischen Quadratur bedient, um 
derartige Fälle zu behandeln^ und es erschien deswegen angemessen, 
die betrefifenden Methoden auseinanderzusetzen. Ich habe an einem 
ausführlichen Beispiel gezeigt, wie man bei der canonischen Form 
der Bewegungsgleichungen zweckmässig die Rechnungen anordnen 
soll. Durch die Untersuchungen von Jacobi und Malmstek, die 
ich hier auseinandergesetzt habe, ist der Werth des Bestgliedes in 
der EüLEB'schen Beihe gut bekannt Ich mache darauf aufmerk- 
sam, dass es nicht unmöglich erscheint^ diese Restuntersuchungen 
zu erweitem, so dass man im Stande sein wird, die zu befürchten- 
den Fehler in einer mechanischen Integration direct zu beurtheilen, 
was von grosser Bedeutung für den numerischen Rechner sein würde. 

Bei der Besprechung der periodischen Losungen halte ich mich 
. ziemlich ausführlich bei solchen in der Nähe der Librationscentra 
au£ Spätere Entdeckungen haben die practische Wichtigkeit dieser 
Lösungen dargethan. Die grundlegende Arbeit Hill's über peri- 
odische Lösungen in der Nähe der Massen gebe ich vollständig 
wieder. Dann folgt die Methode Poincab£*s zur Aufsuchung peri- 
odischer Bahnen und ihre Anwendung auf Lösungen der yerschie- 
denen Gattungen. In Bezug auf die periodischen Lösungen der 
dritten Gattung zeige ich, wie solche Lösungen mit endlichen 
Werthen der Bahnexcentricitäten gefunden werden können. Da- 
gegen habe ich nachtiäglich gefunden, dass meine Behauptung, 
dass die von PoikcasC: gefundenen kreisförmigen Lösungen dieser 
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Gattung nicht stattfinden würden, rächt stichhaltig ist Die Ele* 
mente F und F' sind zur Aufsuchung solcher Losungen nicht ge- 
eignet, wie aus § 8 hervorgeht. 

Im zehnten Abschnitt behandle ich die Frage von der Con" 
verffenz der Reihen in der Mechanik des Himmels. Betreffend das 
Problem der zwei Körper liegt meines Wissens hier zum ersten 
Male eine vollständige Behandlung hierher gehörender Convergenz- 
fragen vor. Die betreffenden Vorlesungen wurden im Frühjahr 1903 
gehalten und la^en im September desselben Jahres gedruckt vor, 
obgleich die Veröfifentlichung erst spater geschehen konnte. Im 
März 1904 hat Lbvi-Givita der Accademia dei Lincei eine Ab- 
handlung eingereicht, worin er die Lage der singulären Puitkte 
der EsPLEB'schen Gleichung bestimmt und zu ähnlichen Besultaten 
wie den meinigen kommt Eine Lücke ist in den Untersuchungen 
der Paragraphen 1 und 2 insofern vorhanden, als in Bezug auf 
die hyperbolische Bewegung die Entwickelungen nach Potenzen der 
Excentricität nicht untersucht worden sind. Diese Lücke ist später 
von Blook ausgefüllt worden (Meddelanden pän Lunds Obser- 
vatorium No. 23). 

In Bezug auf das Problem der drei Körper untersuche ich die 
Entwickelung nach Potenzen der störenden Massen und die Reihen in 
der Störungstheorie. Das wichtige Theorem von Bbuns und die inter- 
essanten Untersuchungen 6yld£n's über die Wahrscheinlichkeit der 
Divergenz sind hier von grundlegender Bedeutung. Der Abschnitt 
endet mit dem Nachweis, dass man bei den practischen Anwendungen 
der Störungstheorie zwar Reihen erhält, die eine gewisse Zeit conver- 
giren, dass aber bei dem jetzigen Standpunkt der Theorie mit der 
Zeit wachsende Differenzen zwischen Theorie und Beobachtung auf- 
treten können, ohne dass es möglich ist zu entscheiden, ob diese 
Differenzen von der Einwirkung fremder Körper herrühren oder auf 
die UnvoUkommenheit der Theorie zurückzuführen sind. 

Giebt es eine für practische Zwecke anwendbare Form der 
Integrale des Problems der drei Körper ^ welche für alle Zeiten gültig 
ist? Die Frage muss vorläufig offen bleiben. Das wichtigste Streben 
des theoretischen Astronomen ist augenblicklich, eine solche Form 
aufzusuchen. Ich vermag nicht zu sagen, ob man dem Ziele nahe 
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ist oder nicht Es ist indessen sehr schwierige eine Übersicht von 
Untersuchungen zu geben, welche bis jetzt zu keinem Abschluss 
gekommen sind. 

Im § 1 des elften Abschnittes leite ich das wichtig« Trans- 
formationstheorem Yon Jagobi ab. Im Anschluss hierzu z^ge ichi 
wie man das Theorem in zwei verschiedenen Richtux^en erweitern 
kann, deren ich mich bedi^e, um bei der Behandlung des Problems 
der drei Körper vom Zwei -Centren -Problem auszugehen. Dieser 
Weg scheint viel versprechend, und ich habe in den Vorlesungen 
einige Schritte zur weiteren Verfolgung des Problems gethan, ohne 
indessen bis jetzt zu einem Abschluss gekommen zu sein. 

In § 2 gebe ich eine vollständige Behandlung von mechanischen 
Problemen mit einem Freiheitsgrad, die in § 4 auf das DEiiAUNATBche 
Problem ihre Anwendung findet 

Mit Hilfe dieser Untersuchungen über das DsiiAüKAT'sohe 
Problem werden in § 6 und § 6 die Gommensurabilitäten niedrigen 
und höheren Grades untersucht Die Disoontinuitäten^ welche bei 
den Gommensurabilitäten höheren Grades auftreten, bilden die grösste 
Schwierigkeit bei der Aufsuchung einer allgemein gültigen Form 
fär die Integrale des Problems der drei Körper. 

Die drei letzten Paragraphen sind der trigonometrischen Form 
dieser Integrale gewidmet Die von Tissebakd versuchte Methode, 
mit Hilfe der DELAUKAT'schen Transformationen zu dieser Form 
zu gelangen, wird erörtert Sie scheitert an den Gommensurabili- 
täten höheren Grades, die übrigens in der einen oder der anderen 
Form auch alle anderen bis jetzt aufgestellten Methoden, zu dieser 
Form zu gelangen, illusorisch machen. Im § 8 wird gezeigt, dass man 
in Bezug auf das asteroidische Drei-Körper-Problem zu practisch 
anwendbaren trigonometrischen Reihen gelangen kann, die fQr die 
kleinen Planeten mit ihren raschen Perihel- und Knoten-Bewegungen 
den störungstheoretischen Reihen mit Entwickelungen nach Potenzen 
der Zeit vorzuziehen sind. 

Im neunten Paragraphen wird die Methode von Bohlik, zu 
einer trigonometrischen Form der Integrale zu gelangen, auseinander- 
gesetzt Sie besitzt die Eigenthümlichkeit, die kleinen Divisoren 
gänzlich zu vermeiden. Diese treten indessen anderswo in ver- 
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kleideter Form auf und üben immer noch ihren nachtheUgen Ein- 
fluss auf die Convergenz aus. 

Es war meine Absicht^ an diesen Untersuchungen die mit den 
Stabilitatsfragen in Zusammenhang stehenden Probleme zu erörtern. 
Es handelt sich dabei theils um die Stabilität der yerschiedenen 
particularen Lösungen zum Problem der drei Körper, theils um die 
Frage von der Stabilität im Planetensystem. Diese kann so formulirt 
werden: sind die Abstände der Planeten von der Sonne fQr alle Zeiten 
zwischen endlichen von Null yerschiedenen Grenzen eingeschlossen? 
Verschiedene Betrachtungen, die zum Theil in den hier vorliegen- 
den Vorlesungen zu finden sind, haben mich im Laufe der Zeit zur 
Ueberzeugung geftihrt, dass diese Frage verneinend beantwortet 
werden muss. Ich halte es indessen noch verfrüht, die Gründe 
dieser ueberzeugung auseinanderzusetzen, und habe daher die Be- 
handlung der Stabilitätsfragen hier nicht mit aufgenommen. 

Indem ich diesen Band abschliesse, erlaube ich mir den 
Herren, die mir in der einen oder der anderen Weise bei der 
Fertigstellung desselben behilflich gewesen sind, meinen herzlichen 
Dank auszusprechen. Ich richte mich dabei in erster Beihe an 
Herrn Prof. Brendel, der mit nie versagender Geduld die Abzüge 
auch von diesem Band in Bezug auf die deutsche Sprache verbessert 
hat Herr Cand. G. Nob£n ist mir in vieler Hinsicht bei der Aus- 
arbeitung der Vorlesungen behilflich gewesen und hat im Be- 
sonderen den grössten Theil der numerischen Rechnungen des 
achten Abschnittes ausgeführt, wofür ich ihm hiermit meinen besten 
Dank abstatte. Herrn Dr. A. Wilkens verdanke ich ein sorgfältiges 
Verzeichniss der Druckfehler im ersten Bande, das zum Theil am 
Ende dieses Bandes wiederzufinden ist 

Zuletzt will ich dem Herrn Verleger für die Geduld, mit 
welcher er Verspätungen meinerseits mit der Fertigstellung des 
Manuscriptes u. dergl. aufgenommen hat, meinen besten Dank aus- 
sprechen. 

Lund, den 18. September 1907. 

C. Y. L. Charlier. 
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. MECHANISCHE QUADRATUR 



CHABLixit, Mechanik des Himmels. IL 



f I. Die EuLER'sche Summationsforniel. 

Unter dem Namen mechanische Quadratur werden alle solchen 
Rechenoperationen verstanden, mittelst welcher man den Werth 
eines Integrals berechnen kann^ ohne die Integration analytisch aus- 
zuführen. Die Methoden, die man zu diesem Zwecke benutzt^ lassen 
sich mehr oder weniger direct auf eine Formel zurückführen, die 
ungefähr gleichzeitig von Maclausik und yon EhTLEB gefunden 
wurde, und die gewöhnlich mit dem Namen Rjut^eehe SummaUafU" 
formel oder EuLEJE^sche Beute bezeichnet wird. Ich habe es des- 
wegen für zweckmässig betrachtet, diesen Abschnitt mit der aus- 
führlichen Auseinandersetzung der Eigenschaften dieser interessanten 
Formel anzufangen. — Der üebergang zu den gewöhnlichen Formeln 
für mechanische Quadratur geschieht dann ohne Schwierigkeit 
Dieser Weg hat ausserdem den wichtigen Vortheil, dass man mit Hilfe 
der eingehenden Untersuchungen über die EüLSB'sche Reihe zu 
einer Auffassung der Grösse des Fehlers, den man bei einer nume- 
rischen Berechnung des Integrals zu befürchten hat, gelangen kann. 

um die ExTLEB'sche Summationsformel abzuleiten, geht man 
von der Identität 



CO 



f[a + m)^f{a) ^jf[a + (o^z)dz 



aus. Durch theilweise Integration giebt diese 



(0 09 



^f[a + ö) - z)dz = / zf[a + w ^ z) + fzf"{a + co — z)dz, 





JMßchamsche Quadraiur. 



80 dass 
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f[a + io)-f{a) = o}/^(a) +jzf'[a + co - z)dz 



ist. 



Wird dies VerCahren weiter fortgesetzt, so erhält man 



(1) - 
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Af[a) = f{a + M) - m = ^Z- (a) + fjr («) + ••• + 



CO 



^/^w +/!''''. 



Wo 



P*=/^+i(a + w-z), 



Dtirch Differentiation erhält man aus (1) 



Ar[a)^r{a^ai)^r[a)^^r[a)^^r[a) + ...+ 



to 
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+ ~^/^+M«) 



+ fj^f^^^a + (o^z)dz. 



Durch theilweise Integration erhält man aber 
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j^f*^Ha + ^-z)dz ^/•.+i(a)+y*^Prfz. 



Man hat also 
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^/* («) = |T/'(«)+f r w +]tV"(«) + - + -^/^w +j^p^'' 



Ana) = 



CD 



§ L Die EötM^Bche SummiMmsfannel, 



^r («)-jTr'(«) + ...+-S^/^(«)+/'4=2-^<'^' 






Werden diese Gleichungen der Beihe nach mit 1, ^iO}j 
J^co\ . . ., -i^^ico"""^ multiplicirt und die Coefficienten ^, J,, . . ., 
An-i SO bestimmt, dasSi wenn sämmtiiche Gleiclnmgen Bommirt 
werden, die Coefficienten von f [äj, f" (a), . . ., /^ («) auf der rechten 
Seite verschwinden, so erhalt man 



(2) 



f J /-(a) + ^ 0) J Z' (a) + ^ 0»« J r (a) + . . . + 4,^1 o>"-i /*-! (a) 



WO 
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(3) ^-— /[^ + ^*^ + -+^-^]^''- 



Die Formel (2) ist die EuLKB^sche Reihe. 
Die Coefficienten ^ > ^ u. s. w. sind durch folgende Formeln 
bestimmt: 



* +-r^ + ... + #^ + ^«-i = 0, 



in_ IUI [1 



6 Meehamsehs Quadr<Uur. 



durch welche die Goefficienten Ä^^ A^ u. s. w. successive berechnet 
werden können. 

Führt man die Bezeichnung 

(4) «•» = -r^ + 4S-' + - + '^'"' 
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ein, 80 können die Bedingongsgleichungen für die Goefficienten Ä^j 
A^ u. s. w. kurz in der Form 

(5) ®.(1) = (r«2,8...n) 

geschrieben werden. 

Wird in den Ausdruck (3) für Ä„ 



Z = UGD 



eingesetzt, so bekommt man 



(6) 



X 



Die Untersuchung über das Bestglied — R^ — der EüLEB'schen 
Beihe, wie diejenige über den Werth der Goefficienten A^ hängt also 
nahe mit den Eigenschaften der BWction 0{u) zusammen. Wir 
wollen deswegen zuerst diese Function näher untersuchen. 

Wir bemerken zuerst» dass nach (4) und (5) 

(7) <|),(0) = = <P,(1). 

Zum näheren Studium der Function 4> bedient man sich mit 
Yortheil der Hilfsfunction 



(8) f[v) - 



V 



«"-1 



Wird diese Function nach Potenzen yon i; entwickelt, setzt 
man also 
(8*) f{v)--l+a^v + a^v^ + ..., 



§ L Die EüLKs'sehe SummoHanaformeL 



80 ist 

und man bekommt zur Bestimmung der Coefficienten die Gleichungen 



so dass also die Coefficienten 0^,0^ u. s. w. mit den Coefficienten 
A^9 Ä^ XL 8. w. zusammenfedlen. 

Hieraus leitet man leicht den Satz ab, dass alle Coefficienten Ä^ 
mit ungeraden Indices verschwinden, mit Ausnahme yon A^^ der 
gleich — ^ ist Man hat in der That 

V «« _ ^ I _L , <^+^ 



Das zweite Glied dieses Ausdruckes ist aber eine gerade 
Function yon v und wird nicht verändert, wenn v gegen — v ver- 
tauscht wird, woraus der Satz folgt 

Es ist also 

( i<2<+i-0 (1=1,2,8...) 

(9) i 

Weiter ist 

wo B^, £^f B^ die BEBNOTTUii'schen Zahlen bezeichnen. Man 
hat also 

(10) j,, = (_l).+i-^ 




8 ibehamsohe Quadr<Uur, 



Nach dem bekannten Ausdruck für die BERNOULLfschen Zahlen 
hat man also 

9 n «last m 

Die uomemcb^n Werthe der ersten Cpefficienten sind 

^ ^ ■*" 12 ' -^ ~ 1209600 ' 

^ i_ j ^ . 1 

* 720 ' ^0 "^ 47900160 ' 



80240 



Jeder Coefficient ist ungefidir 49r' (» 89.4784] mal Ueiner als 
der nächst vorhergehende^ wie aus der Formel (10*) unmittelbar 
herrorgeht 

Die Eigenschaften der Function 0{u), die wir noch brauchen^ 
um das Bestglied der EuLEB'schen Beihe näher zu studiren, werden 
leicht erhalten^ wenn man mit Sghlöhilch die Function 

(11) g[v,u)^V-^^—^ 

einführt Wird diese Function nach Potenzen yon v entwickelt, 
so erhält man offenbar 

(in ff[v,u) = ±0ju)^. 

Die Formel (11) giebt aber 

ff[Vj 1 — t£) SB y (^ V,U) + 17, 

so dass, in Hinsicht auf (11*), 

(12) *«(i-«)«(-i)-*«M, 

wo m = 2, 3, 4, ... 
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9 



Es ist weiter identisch 



1 «i'-i 



y^ 



^ kv 



V 



e'-l «^^1 e'-l 



oder 



\9{^.\)^n^^)-m> 



so dass nach (11*) und (8*) 



|2<».(y)«^=2^.(y)"-2^. 



ü« . 



Es ist also 



*.(i)-^-.(^-.)- 



Diese Formel giebt nach (9) 



(13) 
wogegen 

(ISI 



<P2«+i(i)«=0 (t«l,2...), 



03. (1) = - 2^3. (1 - ^) 



Aus (12), (13) nnd (13^ gehen die wichtigsten Eigenschaften 
der Functionen 03{(tt) und Cp2<^i(u) leicht hervor. Es ist nämlich 



(14) 0,,(tt) 

und 

(14*) ®a,+i(«) 



.2i 



.2<-l 



.2<-2 



M- . iii«*-^ , ^f#'*"* . . Mi^2U* 



lü 



r + 



2t-l 



2f-2 



T" • • • T* 



.2<4-l 



A,«2< , ^ti 



2<..l 



+ ^i- + 



2«+l ' |2t 




2»-l 



+ ...+ 



ÜT' 






Es ist also im Besonderen 



*.(«)- -p- + ^« = 



w(« - 1) 
2 
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welche Function ftr tt s und flOr « s l Terachwmdet und 

diesen Werthen negativ bleibt Die Function hat ein einziges 

Minirnnm, das man tta u^\ eihält» und es ist 

« 

übereinstimmend mit (13*). 

Es lässt sich nun zeigen — nnd dies ist der Hauptsatz über 
die Function 0{u) — dass 0^[u)^ f&r Werthe yon u zwischen 
und 1, positiv ist mit einem einzigen Maximum (f&r u^\)j dass 
00 («) stets negativ^ ^g (u) stets posüio bleibt u. s. w., vorausgesetzt, 
dass u zwischen den Grenzen und 1 liegt 

Um dies zu beweisen, wollen wir annehmen, dass 0,,(ti) potitiv 
ist und ein einziges Maximum besitzt zwischen und 1. Wir wollen 
dann zeigen^ dass 02i-^2{f^), für Werthe von u zwischen und 1, 
negativ bleibt und ein einziges Minimum besitzt 

Nach (14) und (14*) hat man 

(16) «&i+iW = «>,,(«) + ^,r 

Da <p2<+i(0) =« <I^i+i(l) = ist, so muss <&2i+i(tt), nach dem 
Theorem von Bollb, wenigstens einmal zwischen und 1 ver- 
schwinden. Die Gleichung 

(16) *„(«) + ^,-0 

muss aläo wenigstens für einen Werth von u zwischen und 1 
befriedigt sein. Da nach der Voraussetzung ^^i(u) positiv ist und 
zwischen den genannten Grenzen ein einziges Maximum besitzt, so 
muss also die linke Seite von (16) zweimal und nur zweimal ver- 
schwinden. Hieraus folgt nach (15), dass ^2i+i{^) zwischen und 1 
zweimal verschwindet 

Die Function ^i^i{u) besitzt also zwischen und 1 ein ein- 
ziges Maximum sowie ein einziges MmiinnTn und verschwindet also 
nur für einen einzigen Werth von u zwischen diesen Grenzen, und 
zwar ist nach (13) 

<»2I+1 (i) =- . 
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Nun ist aber nach (14) und (14*] 

(17) «>'2*+2(«) = «2i+l(«). 

Die rechte Seite dieser Gleichung verschwindet für einen ein- 
zigen Werth Ton u zwischen und 1 — nSmlich f&r k = -^ — , 
folglich verschwindet ^i^2{^) für einen einzigen Werth von u 
zwischen diesen Ghrenzen, d. h. <I^J4.2 {u) hat ein einziges Maximum 
oder Minimum zwischen und 1. Es ist leicht zu zeigen, dass es 
ein Minimum sein muss. 

Da nach der Voraussetzung 4>,j(«) positiv ist und (16) zwei 
Wurzeln hat zwischen und 1, so muss offenbar A^^ negativ sein. 

Nach (14*) hat ^i+i(ii) f&r kleine positive Werthe von u das- 
selbe Zeichen wie Ä^^^ ist also negativ. Folglich ist nach (17) 
^{^2(t<) ^^ kleine positive Werthe von u negativ, und da 
<^t+2(0) =» 0, so ist also 02i+2(>f) ^ kleine positive Werthe von u 
negativ und muss also, nach dem Obigen, zwischen und 1 negativ 
bleiben. 

Wäre ^3j(t<) negativ gewesen und hätte es ein einziges Mini- 
mum zwischen und 1 gehabt, so 
hätte man in ähnlicher Weise be- 
wiesen, dass Qhi-^2^ zwischen den- 
selben Grenzen ein einziges Maxi- 
mum besitzt und positiv bleibt 

Nun haben wir oben gesehen, 
dass 03 (t£) negativ ist zwischen 
und 1, und ein einziges Minimum 
besitzt; folglich muss, innerhalb der- 
selben Grenzen, CP^ (ti) positiv sein und 
ein einziges Maximum haben; 0e(^) 
bleibt negativ u. s. w. 

Die Functionen 0^ (u) haben also 
das Aussehen, das durch die neben- 
stehenden Zeichnungen (Fig. 1) dar- 
gestellt wird. Die Bichtimg der 
Tangenten in den Punkten 0, |, 1 ergiebt sich aus den Formeln 
(15) und (17), welche geben: 




^i*i 







Fig.l. 
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<«i(0)-<»4,(i)-<H&, (1)«0. 

Wir haben also gezeigt: 

1) dass 0,^ (tc) nicht das Zeichen wechselt zwischen t< » 
und ti = 1 ; 

2) dass tf^s«!«)» zwischen den genannten Grenzen, negativ ist 
für n angerade und positiv f&r n gerade; 

8) dass der Maximalwerth von <Ps,(tt) ist 



Max. <!>„(«)=- 2^. (l-^) 



der für tf = ^ erreicht wird. 

Mit Hilfe dieser Sätze lässt sich der Werth des Restgliedes 
der EüLBB'schen Beihe leicht discutiren. Es ist in der That 
nach (6) 



Ä,, = - cö2»+i r0,^(ii)Prfi£ 





oder 

1 



(18) J?,^ = - Ö>2«+1 r0^^(„)^n+l (a + 0,(1 _ „)) du. 



Ein bekannter Satz aus der Integralrechnung sagt aber aus, 
dass, wenn F[x) und G[x) zwei Functionen einer reellen Veränder- 
lichen X bezeichnen und G[x) zwischen den Integrationsgrenzen das 
Zeichen nicht wechselt, sondern entweder stets positiv oder stets 
negativ bleibt, 

fr h 

(19) JF[x)G[x)dx :=.F{a + e[b- a))(G[x)dx 

a a 

ist, wo 6 positiv und kleiner als 1 ist 
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Da nun bewiesen worden ist, dass 0^i{u) zwischen und 1 
das Zeichen nicht wechselt, so kOnnen wir die Formel (19) auf (18) 
anwenden, und wir bekommen dann 

1 



oder nach (15) 

(20) Ä,^ = ^^(ü2«+l^n+l(a + d(0). 

Dieser allgemeine Ausdruck für das Bestglied in der EuLEB'schen 
Beihe ist zuerst von Malmsten gegeben worden (Gbellb's Journal 
ftlr die reine und angewandte Mathematik Bd XXXV (1847), ab- 
gedruckt in Acta llathematica T. 5). 

Der MAiiMBZEN'ache Ausdruck fbr das Bestglied ist allgemein 
und vollständig unabhängig von den Eigenschaften der Function f[a) 
und ist in den meisten Fällen auch bequem anzuwenden« Der 
folgende Ausdruck, der von Jacobi herrührt (CHBUiE, Bd. XII), ist 
zwar nicht immer anwendbar, f&hrt aber zu einer noch bequemeren 
Formel fOr das Bestglied. 

Wenn nämhch /^»+^ ^a + cü (1 — ii)) zunicken den Grenzen u ^ 
und u^ 1 das Zeichen nicht wecheeUy kann man nach (19) schreiben 

1 
J?,^ =s - (u2«+i 0,^(0) r/^"+i (a + a>(l - tt)) du 


= - ö,2n tP^^[ef) [/2«{a + ö)) - /^«(fl)] . 

Nun haben wir aber bewiesen, dass die Function 0^^[6) 
(0 < d < 1) das Zeichen nicht wechselt und für d » ^ ihren Maximal- 
werth erreicht, und zwar ist 

<f..(i)— 24.(1-^)- 

Man hat also 
(21) Ä,. = a,2-2Ö^,,(l - ^)[r»(« + «) -/^"(«)] 
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und somit 

(22) Ä,.<^«2|^J[/2«(a + a,)-/^-(a)]. 

Wenn also /^•+i ^a + co (1 — «)) zvntchen den Grenzen u = 
und u SS 1 das Zeichen nicht wechselt, so ist der Fehler j den man zu 
befurchten hat, wenn man die EuLsiische Reihe mit dem Glied 

abbricht, kleiner als der doppelte Werth des ersten vemaehlässifften 
Gliedes. 

Die EuLEB'sche Reihe gehört bekanntlich im Allgemeinen zu 
den divergenten Beihen. Wenn aber die Orösse des Bestgliedes 
bekannt ist, so liegt natürlich nichts im Wege für die Anwendung 
solcher Reihen. Wenn z. B. der Ausdruck (21) fttr das Restglied 
gültig ist, so weiss man, dass der zu bef&rchtende Fehler immer 
kleiner ist als der doppelte Werth des ersten Temachlässigten 
Gliedes. Man setzt also in diesem Falle ruhig die Reihe so lange 
forty bis die Glieder der Reihe zu wachsen anfangen und man 
braucht also niemals einen grösseren Fehler zu befürchten als den 
doppelten Betrag des kleinsten Gliedes in der Reihe. Andererseits 
folgt offenbar hieraus , dass man mit Hilfe dieser Reihe im All- 
gemeinen nicht eine Function mit beliebig grosser Genauigkeit be- 
rechnen kann. Es giebt indessen yerschiedene Kunstgriffe, durch 
welche man die Gonyergenz der Reihe yergrössem kann, wie man 
an einem Beispiel im nächsten Paragraphen findet 

Die Form (2) für die EuLEB'sche Beihe war 

(ür{a) = f{a + a>) - A«) + A^iri^ + «>)- TW] + 

+ «!.- 

Wird hier, statt f{a), eine Function A(a) eingeführt, so defi- 
nirty dass 
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und also 



a + OB 

Jx (x) dx — f{a + to) 



-m. 



so bekommt man 



(23) 



a + fl» 



mX{a) =fX[a)da + Aiei>{X{a + <o) — A(a]] + 



• -1 



+ 2^1 <»" [i" - M« + «>) - A" - ' («)] + 



+ Ä.«» 



oder, wenn man sich erinnert^ dass A^ ^^\, 



(281 



a<f CO 



«l^Jli(5±^=/A(a)rfa + 



n-l 



+ ^^^„ (o2« [A2<.i(a+a,)- A2i.i(^)] + 



+ ^iii- 



Wird in (23) a gegen + 0)^0 + 2co, a + 8(o o. s. w. yertauscht 
und die so erhaltenen Gleichungen addirt, so bekommt man: 



(24) 



wo 

(24*) 



a -f «o> 



Ol ]|; A (a + r <»] 'mCx{x)dx + ^ (»[l(a + «tu) — X{a)] + 



«-1 



+ S ^jX' P'*'"^ (a + « 0») - Ä"-i (a)] + 



2n 



• -1 



4'L = ^»^'"""'S *'•(« + ^ö' + Ö,a>), 



raO 



wenn wir den allgemeinen MALMSXEN'schen Ausdruck für das Best- 
glied benutzen. Hier ist 0^ im Allgemeinen als eine Function von r 
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zu betrachten. Wenn X^*{a + reo + öa>) für < ö < 1 das Speichen 
nicht wechselt I und ausserdem X^^''^{x) zwischen ar=sa und zssa+sto 
stetig wächst oder stetig abnimmt, kann man den jAOOBi'schen 
Ausdruck (21) fEür das Bestglied anwenden und erhält einüach: 

(24*^ JZ^^ « «ö2» 2 ö ^, [i2n-i [a + sm]-- i2n.i ^a)] , 

so dass auch in diesem Falle das Restglied kleiner als deif doppelte 
Betrag des ersten vernachlässigten Gliedes ist 

Die Formel (24) wird öfters in der folgenden Form geschrieben: 

a*f «09 

ot}'^X{a + reo!) ^ C + I X{a) d a + Ä^ o) k{a + s w) + 

a 

+'*2^,,cö2U2*-i(a + 5(o) + 

+ a^^ .26 A^^X^'"^[a + s(o), 

wo unter C eine Constante verstanden wird Diese Schreibweise ist 
aber o£fenbar im Allgemeinen nicht gestattet Es ist in der That 

C = — -4j Q) A (a) 

N-l 



-ö>2».2ö^j,„;L2—i(a), 

und ist also C keine Constante, sondern ihr Werth hängt von n ab. 
Auch wenn man in diesen Formeln n gegen die Unendlichkeit 
wachsen lassen wollte, so würde die obige Schreibweise im All- 
gemeinen nicht zulässig sein, da die Summe 

im Allgemeinen divergent ist, und der Werth für C also entweder 
unendlich gross oder unbestimmt ausfallen würde. 
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Wir werden also im Folgenden uns der Form (24) für die 
EüLEB'sche Reihe bedienen, nnd je nach den Umständen die 
B^orm (24*) oder die Form (24**) für das Bestglied anwenden. 

Die Formel (24) wird gewöhnlich die EuLsi^sche Summathns' 
formel genannt, weil man sie anwenden kann, um die in der linken 
Seite gezeichnete Summe zu berechneUi wenn der Werth des Integrals 
\X{d) bekannt ist 

Umgekehrt kann man aber dieselbe Formel auch benutzen, 
um den Werth des Integrals der rechten Seite zu finden. Wird 
die Aufgabe gestellt, das Integral 

fl{z)dx 

a 

ZU finden, wird das Intervall b — a m s Theile von gleicher Länge 
(o)) getheilt, so dass 

CD = 



Man kann dann mit Hilfe der Formel (24) das Integral aus 
den Werthen der Function X{x\ für 

ar = fl + r a> (r = 0, 1 ...,*— 1), 

und aus den Werthen der abgeleiteten Functionen von X[x)j für 
X ^ a + SCO und x ^ a, berechnen. 

In dieser Fassung enthält die Formel (24) die allgemeine 
Lösung der Aufgabe, den Werth eines Integrals durch mechanuehe 
Quadratur zu berechnen. 



§ 2. Anwendungen der Eui£R'schen Reihe. 

Wir wollen die EuLEB'sche Reihe zuerst benutzen, um einige 
Surnmaäonen auszuführen. Als erstes Beispiel nehmen wir die 
classische sogen. STütLora'sche Formel. 

Cbasuxb, Mechanik de« Mimnels. n. 2 
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Wir setzen 
Es ist nun 

|2f-2 |2t-l 

und mithin nach (24) 

0)'^Aog{a + rm) = J logxrfx — YO>[log(a + «lo) — loga] 



(1) 



+'gj„,^^.[.^-i^-j^;\ 



oder wenn man 

a =3 1 y (0=1 

setzt und die Integration ausf&hrt 

log I* = {8 + \)log[s + 1) - 



+I'^'e!=![sTiF'-'] 



+M". 



2» 



Man kann hier den jAcoBfschen Ansdrack f&r das Bestglied 
benutzen (weil die X^^{x) f&r alle x, die hier in Frage kommen, 
negativ sind^ und die i?*'''^{x) zwischen x ^1 und x =t s + 1 stetig 
abnehmen], der Fehler ist also immer kleiner als der doppelte 
Betrag des ersten Temachlässigten Gliedes. 

Wird in dem obigen Ausdruck s gegen s — 1 vertauscht, und 
dann beiderseits log« addirt, so ist also 

log u = {s + \)logs - « + 1 



+ 2^i[2«-2[^,-l] 
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oder, nach Eünsetzang der nomerischen Werthe der Coeffidenten, 



(2) 



log I» = (* + YJ log» - * + 1 

+ _J_f_L_ 

L_f_L. 

860 \«» 

+ _!_fJ__ 

^ 1260 V •• 
1680 V 9^ 

, 1 (l 

■^ 1188 V *• 



Die Glieder fangen hier an zu wachsen, und man erreicht also 
die grösste Genauigkeit, wenn man mit dem Glied 



560 V «* / 



1260 

die Reihe abbricht 

Man würde indessen leicht eine andere Beihe f&r logi« er- 
halten können, mit welcher man eine bedeutend grössere Genauig- 
keit erhalten könnte. Setzt man nämlich zu diesem Zwecke in (1] 
a = 2, so kann man die Genauigkeit viel weiter treiben, oder man 
setzt a =3 3 (und addirt log 2 auf beiden Seiten), in welchem Falle 
die Gonvergenz eine noch grössere wird. 

Als zweites Beispiel setzen wir 



X{x) =s sinx. 



und erhalten 



(3) 



• -1 

(o^mi{a + rm) = — cos(a+«Q>)+cosa— ^o?[sin(a+«a>)— sina] 

+ 2ö>^*^<(- iy+^[cos(a + sco) - cosa] 
<-i 



+<1. 



2n 



2' 
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Der jAcoBx'sche Ansdrack für das Bestglied kann nnr aus- 
nahmsweise hier benutzt werden (für kleine co und s). Indessen 
zeigt der MALMSTEN'sche Ausdruck § 1 (24*) unmittelbar, dass das 
Bestglied gegen Null geht^ wenn nämlich [mit Hinsicht auf § 1 (10*)] 



(öl < 2;i 



isty in welchem Falle die Formel (8) benutzt werden kann, um die 
Summe auf der linken Seite von (3) mit beliebiger Genauigkeit zu 
berechnen. Wir bekommen also in diesem Falle 



f-i 



(4) J-a)[sin(a + sco) — sina] + (»^^"^(^ + ^^) = ■5[co8(a+*(ö)— cosa], 

r =5 1 • 



WO 



00 



Ä = -l+^^^J-iy+iai2<. 



Es ist bemerkenswerth, dass 3 nur von c», nicht aber von a 
und s abhängig ist.^ 

Die Anwendung der EiTLEB'schen Beihe zur Summation von 
Beihen spielt seit langer Zeit eine grosse Bolle in der Analysis. 
Sie ist auch zu diesem Zwecke sehr bequem, so oft die Discussion 
des Beatgliedes ausgeführt werden kann« 

Von grösserer Bedeutung dürfbe indessen ihre Anwendung zur 
numerischen Berechnung von Integralen seiiL Die Formel § 1 (24) 
wird dann in folgender Form geschrieben 



(5) 



ist. 



JX{x)dx 



«-1 



(ö 2 i (a + ^ «o) + }• w [Ä (a + * öl) — il (a)] 

r=0 



«-1 



- 2^i<ö^'C^^*"M« + '^) - ^2*-^«)] - 



ial 



R^'^ 

-^2«' 



1 Im Hinblick auf § 1 (10) ergiebt sich, dass 
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wo 

Ist ein Integral 

jl[x)dx 

a 

vorgelegt, so wird das Intervall b -^a in » Theile von gleicher 
Grösse getheilt, und man kann dann nach (6) den Werih des Inte- 
grals berechnen aas den speciellen Werthen der Function und ihrer 
abgeleiteten Functionen. Sehr oft kann man sich dabei mit der 
ersten Zeile rechter Hand in (6) begnügen, wenn nur cd klein genug 
genommen wird. Mittelst (6*) lässt sich dann die Genauigkeit des 
Resultates beurtheilen. 

Es kann vorkommen, dass alle abgeleiteten Functionen 
ungerader Ordnung f&r ir = a und x ^ a + sco verschwinden , in 
welchem Falle die zweite Zeile rechter Hand in (5) verschwindet, 
so dass 



(6) 



a+.« ^_j 



/A (ar) rfa? = a)^X{a + ro)) + \w[}.{a + sco) ^ X{a)'] 



r=0 
^2« 



ist 

Der untere Index (n) bei dem Sestglied kann hier beliebig 
gewählt werden, ohne dass der Werth des Bestgliedes verändert 
wird. Dagegen dürfte i?^']^ mit wachsendem s gegen Null abnehmen. 

Nehmen wir beispielsweise an, dass das Integral 



dx 






}/l +o"— 2a cos o; 




vorgelegt wäre. In diesem Falle ist offenbar 



Aa»'-i(o) =* A2'-i(ji) = (i « 1, 2, S . . .), 
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und die Berechnung geschieht nach der Formel (6). Wird n = 1 
gesetzt, so ist dann 



wo 



r = 



Ä (a:) = — jr H -;r 

«[1 +o«-2«coefl5]'« «[1 +o«-2ocofl«]'» 

Ist a genügend klein, kann man genähert 



setzen, und man hat also 

^ n 

oder, da 

ist^ 

HS*) = — elf CO* = = I 

12 12*"' 

durch welche Formel man den Maximalfehler berechnen kann, den 
man begeht, indem man das genannte Integral durch Theilung des 
Intervalles {n) in s Theile berechnet 

Aehnliche Betrachtungen gelten, so oft X[x) eine gerade und 
periodische Function bezeichnet (mit der Periode n) und es sich um 
die Berechnung des IntegnJs 

I i,{x)dz 



handelt 

Die weitere Ausdehnung dieser Betrachtungen auf Doppel- 
integrale f&hren zu Resultaten, die besonders f&r die Berechnung 
der secularen Störungen der Planeten von Interesse sind. 



§ 3. BelaHanm xmsekon DiffermtialquoUmten und Differenzen. 23 
Im Allgemeinen werden indessen die Functionen 

nnd 

A»«-! [a) 

Yon Null Terschieden sein. Die Formel (5) fahrt dabei leicht znr 
Berechnung des Werihes des Integrals, so oft die Ableitongen von 
X (x) ohne Mühe erhalten werden können. In fielen F&llen empfiehlt 
es sich indessen, einen anderen Weg einzuschlagen. 

Bei der Anwendung der Formel (5) braucht man nämlich die 
numerischen Werthe der Functionen 

X{a), X{a + (o), A(a + 2(o)..., X{a + sa>). 

Wird jede Function in dieser Beihe von der nächstfolgenden sub- 
trahirty so entsteht eine Beihe von Differenzfunctianen oder Diffe* 
Temen, Hieraus erhält man in ähnlicher Weise die zweiten Diffe- 
renzen, dann die dritten Differenzen u. s. w. Nun lassen sich aber 
die Ableitungen verschiedener Ordnung der Function X{x) durch 
solche Differenzen ausdrücken, und es ist also möglich, die Formel (5) 
in eine andere umzuformen, wo ausser den Functionswerthen 
X{a + r(o)j (r = 0, 1, 2 . . ., e) nur die Differenzen verschiedener 
Ordnung vorkommeiu Da aber die Differenzen numerisch viel 
leichter erhalten werden können als die Ableitungen, so erhält man 
in dieser Weise eine Formel, die für numerische Bechnungen be- 
deutende Vorzüge besitzt 

Wir werden im nächsten Paragraphen die Belationen zwischen 
den Ableitungen einer Function und den Differenzen verschiedener 
Ordnung aufisteilen, um dann im vierten Paragraphen zu den defini- 
tiven Formeln für mechanische Quadratur überzugehen. 



§ 3. Relationen zwischen Diferentiaiquotienten und Diferenzen. 

Wir werden uns im Folgenden der EKOEs'schen Bezeichnungen 
für die Differenzen bedienen, deren Bedeutung aus dem nach- 
stehenden Differenzschema hervorgeht 
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Aigomont 


Function. 


l* Diff 


2"' Diff. 


S«- Diff. 


a —2a) 


fia -2a>) 


/•«'(«-f«) 






a—' CO 


f[a- m) 


/"»'(«-i«) 


fo" (« - «) 


/i'" («-*<») 


a 


m 


^'(« + io') 


/•»"(«) 


/o"'(« + i«) 


a + <o 


f{a+ 0») 


/o' (« + *«') 


/"o" (a + ^) 




a+2o> 


f{a +2,0,) 








Es ist also 









^'(a - I«») = /-(a -w)- f(a - 2a,), 
/i' (a - i «,) = /-(a) -f{a- ©), 

/•«' (« + i «) = Aa + a>) - /-(a) 

U. 8. W. 

fo'i" - «>) = /o'(« - *<») - /«'(« - 4«»). 

/o"(«) =/;'(« +io»)-/'o'(«-io'), 

/o"(a + 0,) = /-„'(a + lo,) - /i'(a + i«) 

Nach dem Theorem von Tatlob hat man, voraasgesetzt, dass 
die betreffenden Beihen convergiren, 

f{a) = /•(«) 

f{a+ a>) = fia) + ^f'{a) + -^ri'^) + 4-r"{'^) + '- 

/•(a+2a,) = /-(«) + -^r(«) + ^V'(a) + ^V"W + ... 

Aa+3«) = A«) + -^/'(«) + T^V'(«) + 4F^r'(«) + ..- 

u. s. w. 



§ 3. Relaüanm ztciaehm DiffermJtialquotimüm und Differenzen, 25 



Hieraus erhält man durch Sabtraction 



f^{a+\<o)^f[a+ o,)~/-(a) =^fif,)+^f'{fl)+^f"[a)+... 



ö ^/ X . 3ö* ^, V . 7w' 



/'o'(«+|«>)-/T(«+2a.)-/-(a+ a,)=:-j^/'(a)+^r(a)+j|L/-"(a)+.., 



U. 8. W. 



Werden diese Reihen von einander snbtrahirt, so erhält man 
weiter 

/;-(« +2a>) = /;'(a + |(o) - /o'(a + }(») = a>>r W +2o>»rW + ••• 

XL 8. W. 

Hieraus bekommt man 

/o'"(« + \^) - ^"(« + 2cö) ^/;"(« + o>) - ai»r w + •.. 

U. 8. W. 

Es ist leicht ersichtlich , dass sämmtliche Differenzen durch 
die Ableitungen der Function /*(a) ausgedrückt werden können, und 
zwar wird die Differenz n^ Ordnung durch Ableitungen der n^ 
und höheren Ordnungen ausgedrückt 

Wir wollen die Differenzen 

/o'(« + \^)> fo'i^ + «). fo"i^ + i^) -M /;(«+ yO)), ... 

mit dem Namen adjungirte Differenzen der Function /"(a) bezeichnen. 
Die adjungirten Differenzen der Function f[a + m) sind dann 

/o'(ö + |ß>). ^"(« + 2a>) ..., /;(«+ öl + |ö>) , ... 
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und, allgeinein geBprochen^ smd alle Di£Ferenzen 

f^la + s(o + yio) (n = 1, 2, 3, ..,) 

als adjnngirte Differenzen der Function f{a + sai) zu betrachten. 

Wir nehmen nun an, dass wir f&r /^(<< + y^) ^^ folgende 
Formel erhalten haben 



(1) 



/^ (a + ^a>) = mV"(«) + ^"^ ai'+^f+Ha) + 



(2) 



+ J*^ o>»+2 f*^ (o) + 4"' a»»+8/*+8 (a) + . . 



Wir können hier a gegen a + <o vertaaschen und erhalten 

+ 4"^(»»+2/H+3(a + ö)) + 
+ ^"^0)»+8/>«+8(a + ©) + ... 



Werden /^ (a + to), f*+^ (a + co) u. b. w. nach dem TATLOB'schen 
Lehrsatz nach Potenzen von m entwickelt, bekommen wir hieraus 



/;(a+(» + -5-a>) = «)-/^(a) + 



(3) 



+ (1 +4"')«)"+i/^+i(a) + 



Es ist aber 



/:(-+- +T"')-/:(«+T'»)=c'(«+-^«) 



§ 3. Eelationen xwiaehm Differeniiaiqtu>ii&ntm und Differenzen. 27 



Indem wir (1) yon (3) abziehen, erhalten wir also 



C (« + -^ «>) = «>-+^/^+^ (a) + 



(4) 



+ 



+ 



W- + S + 4"j«"*»/^n«)+.. 



Diese Formel kann nach (1) auch in folgender Form ge« 
schrieben werden 



80 dass zwischen den Coefficienten il^,^ a.8.w. folgende Becorsions- 
formeln bestehen 



(6) 



Da 



^•+1) 



4*'^ = 



4 



n+l) 



An) 

n. s. w. 



8 



J}^ = 






so kann nach (6) die allgemeine Form der CoeflScienten J!^\ J^^ 
n. s. w. gefunden werden. Man bekommt 
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(6) 






tu 8. W. 



Wir haben hier 



/?(« + T«^) 



als adjungirte Differenzen der Function f{a) betrachtet Man kann 
mit demselben Becht auch die Differenzen 

m 

/'ö(<'-T'») 
als a^i'iiiJP^ Differenzen von f{a) betrachten. Wenn wir setzen 

and a gegen a — w vertanschen, erhalten wir nach dem TATLOB'schen 
Lehrsatz 



/?(«-"'-T '») = <»"/■•(«) + 



+ (_ 1 + ^W) <B«+i/^.+i(a) + 



l!_ 






"j" • • • 



Da 



n{a-i'o)-r,(a-^-^^)^n'ia-^.) 



§ 3. BelaHonen zwischen IXfferenHalquaUentan und Differenxen, 29 
80 erhalten wir die Becursionsformeln 



(8) 



i?^*+^> « - 


1 . »(•) 

2 ^-^1 ' 


2 


8 12" ^^^2 > 


D(n+1) 

S 


4 ' 3 2 ^-^S » 




U. 8. W. 



Ntin ist 



/■»'(«-i «)•=/•(«) -/•(«-«)- 

J 



rf r(«)-y-r(«)+^r'(«)+- 



80 dass 



nW ?_ n(i) _ 4. _L_ R<i) 1_ u 8 w 



(9) 



Die Fonaeln (8) geben 



Äf>« 



^2 " 



4-) = 



n(8n+l) 
24 



48 



U. 8. W. 



E8 i8t also 



(10) 



fo (« - T ^ = ^"/^W - y ö>-^'/^+M«) +?i^?gt^-+2^+ V)- 



«?l(^)a,»+3/>+8(a) + ... 
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Ist n eine ungerade Zahl, so lauten die Gleichungen (1) and (7) 
/•^+i L + ^^w) = a,2«+i/^+i(a) + ^"+'>o,2-+a/*+2(a) + 

+ Jf^'^^^ <aa,+8^.+8 (a) + . . . 

Wird in diesen beiden Formeln a gegen a — n<u &ezto. a + noi 
Tertaosdit» erhalten wir 

+ ^"+^) (»'"+"'/*•+« (a-«ö) + 

T" • • • > 

+ if-+««,2-+V+»(a + ««») + 
+ ... 

Werden die rechten Seiten dieser beiden Formeln nach den 
Potenzen von co entwickelt, so erhält man, nachdem man die Beihen 
nach den Potenzen von m geordnet hat 

+ «,=»•+"/*•+« (a)[^"+'> - n] + 

-p • • . , 



§ 3. BüatUmm xwieehm IXfferentialquoHmten tind Differenzen. 81 



/f+^(a-i«,)-«>»-*r"-^^a) + 



+ «,«•+»/*•+«{«) [i'?'*'^ + '»] + 



'*'' + ^\ + 







+ ... 



Aas dem Differenzschema findet man, dass 

ist 

Führen wir weiter die Bezeichnung 

(11) ic/^"*'(« + i«>) +c*'(«- *«>)] =/fr'w 

ein, und bemerken, dass nach (6) und (9) 

^•+« _ „ _ ^ „ _ [Jf +« + n]. 



^-+1) _ „^.+1) ^ ^ jj'.+i) _ ^ = 



n + l 
24 



- [iJ3^-«) + „i^-+« + -^i^-+« + -^] 



n« 8. w.y 

60 erhalten wir durch Addition und Subtraktion, und, indem wir n 
gegen n — 1 vertauschen 
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(12) 



wo 






^1 -^2-' 



Ä("> = 



n 



1 12 

Es ist hier stillschweigend Yoraosgesetzt worden, dass die 
Relationen 



(18) 



^21+1 — ^2i+l 
^< — -^2< 



für a/fe t ihre Gültigkeit haben, obgleich sie oben nur f&r 
einige Werthe von t bewiesen worden sind. Man kann indessen 
leicht die allgemeine Gültigkeit dieser Relationen darlegen. Führt 
man nämlich eine Hilfsfunction 9„(y] durch folgende Relation ein: 

(14) 9.(y) = («'-ir = y-+a{V*'+<y*' + ..., 

80 lässt sich leicht beweisen, dass die Coefßcienten af^ in der 

Entwickelung dieser Function nach Potenzen von y mit den Coef- 

ficienten A^f^ übereinstimmen, um dies darzulegen, bemerken wir 
zuerst, dass 

9>«+i(y) = (<?«^-l)9Pn(y), 

aus welcher Gleichung man dieselben Recursionsformeln für die 
Coefficienten a^^^ ableitet, welche in (5) för die Coefficienten A^^^ er- 
halten wurden. Da weiter 

u* =^ —rz — I ö„ = -T-r — f öo — —r\ — I U. o. W.« 



'1 ~T2~' "2 - 18 ' "3-14 



§ 3. RekOionm zwischen DifpsrenüalquoHeiUm und Differenzen. 83 



80 hat man offenbar allgemein 

(14*) af'>=j/"\ 

Führen wir eine neue Hilfsfonction 

(15) v«(y) - (1 - «-')' = y" + *1"V"*' + *i"^y"*' + • • • 

ein, 80 zeigt sich, dass 
und da offenbar 

v^.("y)-(-i)*9>n(y)» 

80 sind hiermit die Belationen (18) allgemein bewiesen. 

Die Hilfsfdnctionen g)^ (y) und yß^ (y) werden übrigens mit 
grossem Vortheile benutzt, um yerschiedene Eigenschaften der Coeffi- 

cienten A^^^ und J3^^^ abzuleiten. Im Besonderen können die Um- 

kehmngen der Beihen (1) und (10), mit welchen wir uns später be- 
schäftigen wollen, leicht mit Hilfe dieser Functionen erhalten werden. 

Wir haben oben die Differenzen/^ [ a + ^ ^l» ^ **= 1, 2, 8, ... , 
und /*o (^ ~ Y ^) ' ^ ^^ 1» 2, 8, ... , als die adjungirten Differenzen 

der Function f{a) bezeichnet Wir können offenbar auch die zu- 
nächst durch (12) gegebenen Differenzen als adjungirte Differenzen 
betrachten und gelangen somit zu den folgenden vier Beihen von 
adjyngirten Differenzen der Function f{a) 

fl (a + yo») (n=l,2,3, ...), 

n («-Y«) (n=l,2, 8,...), 

/"?;•'(«) (n-1,2, 8, ...), 

f\* {«) (n=l, 2, 3, ...). 

Eine solche Beihe adjungirter Diflferenzen hat die fügenschafl^ 
dass man mit ihrer Häfe die JhUüungen der FuneHon f{a) ohne 

CaABLin, Medmiik dea Hlmmeli. n. 3 
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Einzunahme anderer Differenzen ausdrücken kann. Die adjungirten 
Differenzen derselben Beihe befinden sich in dem Differenzschema 
sämmtlich auf einer geraden Linie, die durch die Function f{a) 
hindurchgeht 

In Bezug auf die adjungirten Differenzen 

ist zu bemerken, dass sie nicht in dem Differenzschema direct 
vorkommen, sondern nach (11) das arithmetische Mittel zwischen 
zwei benachbarten Differenzen sind. 

Die Darstellung der Ableitungen von f\a) durch die adjungirten 
Differenzen geschieht durch ümkehrung von (1), (7) und (12). In- 
dem man nach einander in (1) n gegen n + 1, n + 2u.s. w. ver- 
tauscht^ erhält man 

i(n) ^,n+8/.n+a 









+ 4"+ v+y-+V) + . . . 



+ ^;*+ V*»r*V) + • . • 



n+3/.n+a 



n-i*2ym+2 



ot'^'f'^Xa) + 



aT^Y'^'Xa) + . . 



Bestimmen wir gewisse Zahlen «*"', a^\ ce^^ u. s. w. so, dass 



(16*) 



A 



+ «r = 



§ 3. BdatUmen xwiadhm DiifermHalquoHmien und Differenzen. S5 
80 erhalten wir 



(16) 






durch welche Reihe die Differentialquotienten von f{a) durch die 
a^jungirten Differenzen Tom TjpxiB 

ausgedrückt werden. 

Die Werthe der Coefficienten a^*^ können aus (16*) erhalten 

werden, oder bequemer unter Anwendung der Hilfsfunction g>^(jf)* 
Aus der Formel 

9'«=y" + ^"'y"*' + 4" /*' + ••• 

erhält man 

WO die e^^**^ durch (16*) bestimmt sind. Da ip^ » tp^^ so können wir 
diese Formel auch in folgender Form schreiben- 

y = qPi + «1 9>i +^2 Vi + • • • > 

und die Aufgabe ist somit^ y* nach Potenzen von (p^ zu entwickeln. 
Nach (14) ist aber 

und also 

y = log(l + q>^) = qPj - i^i* + iVi' - • • m 

woraus 

_n « _n+l , n (3n + 6) ^n+2 w(n+2)(n+8) n+8 , 



8 



* 
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Es ist also 



(17) 



«« = 



«*'2 



3 



n(3n + 5) 

n(n + 2)(n + 3) 
48 



U. 8. W. 



Um die Differentialqaotienten durch die adjnngirten Diffe- 
renzen vom Typus 

auszudrücken, bedienen wir uns der Hilfsfunction t^^ 

Diese giebt 



mithin 



y'^vra + ^V^i + iV'i' + •••)" = 

— Ti T- 2 ri T^ 24 ri T^ 4Q v'^ -f... 



Setzen wir also 



, ^(«)^»+2 / n+2 \ , 



SO ist 



(18) 



^(ü) _ n(3n 4- 5) 



/?r 



24 

n(n + 2)(n + 8) 
48 

u. s. w. 



§ 3. Beiationen Tüwisek&n Differentialquotienien und Differenxen. 37 



Was endlich die adjungirten Differenzen von der Form 



.2ii-l 



2» 



r,;-\a) und fl'ia) 

betrifft, 80 kann man auch fOr sie ähnliche HilMinctionen auf- 
stellen. Aas der Definition für diese Differenzen folgt, dass 
zwischen denselben folgende Relationen bestehen 



(19) { 






Setzen wir in diese Ausdrücke die Reihen (12) ein^ so be- 
kommen wir, wenn wir nach Potenzen von od entwickeln , fbr C["^ 

und D^^^ folgende Recursionsformeln: 



(20) 



gK«+i) 



g(«+i) 



-C<"> 



2 



0« 



- '5-' = 2(1f + fj 



u. s. w. 



(20*) 



•^1 



7)("+l) 
-^2 



-i)f"^ = 



2 

IE' 



2)« 



(»X 



it^ty 



XL S. W. 



Zur vollständigen Bestimmung von C^^"^ und i>["' brauchen wir 
noch die Werthe dieser Goefficienten f&r n => 1. Es ist aber 

f V. («) = i [^• (« + i «) + /ö' (« - i <»)] 

- i [/■(« + ö») - /■(« - <»)] 



=-rT-r(«)+#rw+^r(«) + 
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und 

/o"(«)-/'o'(« + i'»)-/'o'(«-i«») 

= f(a + <o)+ f(a - m) - 2f{a) 
and man hat also 

und hiermit sind die Werthe s&mmtlicher Coef&cienten C^^^ und l/f 

völlig bestimmt. Diese Werthe lassen sich natürlich leicht ans den 
obigen Recnrsionsformeln ableiten. Indessen geschieht diese Be- 
stimmung noch leichter, wenn man sich gewisser Hilfisfunctionen be- 
dient. Setzt man 
(21) G^[y) « H{y){0y + e-v - 2Y'\ 

wo unter H{y) irgend eine von n unabhängige Function von y ver- 
standen wird, die mit y verschwindet, und die entweder gerade 
oder ungerade ist, so dass 

^n (y) = y^*"^' + A(;«)y2»+«+2 + Af )y2n+«+4 + , . . , 

wo 8 eine ganze Zahl bezeichnet, so bekommt man für die Coeffi- 
cienten A/*^) die Becursionsformeln 

U. 8. W., 

also Belationen von der Form (20) und (20*). Es ist also ersieht- 



§ 3, Büation&n xwiaehen DiffereniiaiqtAoUenten und Differenzen, 39 

lieh, dass wir die Fanction H{y) so bestiiimien können, dass die 
Coefficienten hS*^ entweder mit den Coefficienten C/*) oder mit i>/") 
znsammenfallen. 
Setzt man 

80 wird offenbar 

G'.W = ^1 (y) («»+«-»- 2)"-^ - 3^"-^ + <?i^"V"+' + c/"> y*"*" +••• » 

and ftkhrt man eine Function ff^iy), durch die folgende Gleichung 
definirt, ein 

80 wird 

Ans den Werthen der C/^) und i>/^) findet man, dass 

^1(1^) = ^^' 
H^[y)^ey + e-9''2. 

Die beiden Hilfsfonctionen, die wir hier einzuführen haben, 
sind also die folgenden, die wir mit t(i/) und /(y) bezeichnen, 
nämlich 

(22) 

. /n(y) = («>' + ^-^-2)«, 

und man hat 

T ^/^ « «2«-l , xy(n) 2»+l , ^^(11)211+3 , 
. / \ 3« I 7)(n) 291+2 , 7^(n) 2ii+4 , 

/«(y)==y +-^1 y +-^2 y +•••• 

Da 

so kann die Entwickelung Ton t„ leicht erhalten werden, nachdem 
/ bekannt ist. Es wird 
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( ^. = y^"-^ + ^y'-^^ + ^^^S^V-*» + -... 



(23) 



12 ^ ' 1440 



n ^ ' 12 ^ ' 1440 

80 dass 



(23*) 



y^(n)_ 5n* + 9n-2 y^(n)__ 5n*-n 

2 1440 ' 2 1440 ' 



Will man die Differentialquotienten durch die Differenzen 
ausdrücken, muss man die Reihen (23) umkehren, und somit y 
durch Tn, T«+i, T„+2, • • • uud ;ir„, Xn+iy rn+2, • • • ausdrückon. 
Dies kann durch directe Umkehrung geschehen, oder indem man 
sich der analytischen Form der Hilfsfunctionen bedient , um die 
Transformation zu erleichtem. Zu dem Zweck bemerken wir, dass 

(24) r, = ri. 

und folglich braucht man nur die Entwickelung von y nach Potenzen 
von Xi aufzusuchen, um die betreffende Umkehrung zu erhalten. Es 
ist aber 

/ 1. y.Y 

und also 

(25) y=:21og(;r + Vr+^, 
wo 

2^ = 1/^. 

Mit Hilfe der bekannten Entwickelung der rechten Seite yon 

(25) wird y durch die Potenzen von j//^ ausgedrückt und hieraus 
erhält man zuletzt 

oder, was auf dasselbe herauskommt, 



§ 3, BeiaHonen zwischen Differentialquotienten und Differenzen, 41 
und also auch 

Die Aa&uchüng der entsprechenden Entwickelung der Diffe- 
rentialqnotienten ungerader Ordnung durch die adjnngirten Func- 
tionen Ton der Form 

würde sich in dieser Weise nicht so leicht ergeben, und es ist vor- 
zuziehen, die Seihe (23) fiir r, direct umzukehren. Wir erhalten 
somit 

r = ^« 12" ^"+1 ^ 144Ö ^«+2+ • • 'f 



und die Umkehrung der Reihe für x^ 8^^^^ 



Auf die Differentialquotienten und die Differenzen übertragen, 
lauten diese Belationen 



2»-1^2«-l/ X _ ^2«-l/^x , .»/•2fi+l^^^ ^ ^(«)^2n+8 
CO '" 



CO 

wo 






"l 12 ' 1 12 

(,) _ 5n« + 21n + 22 ^(n) ^ 5n' + lln 

^2 -" 1440 ' 2 ■* 1440 ' 



Stellen wir die Resultate zusammen, haben wir also folgende 
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Ausdrücke für die Differentialquotienten durch die a^jungirten 
Differenzen erhalten: 



a,-/-"(«) = /o"(« + |«')- Y /•o-*'(« + ^«') + 



(26) 






+ •.. 



(27) 



(28) 



+ ... 



5W» + 2m + 22 -2,+8 {a\ _ 
^ 1440 'i;. ^ ' 



(29) 






Indem wir die Differenzen sechster und höherer Ordnung yer- 
nachlässigen, erhalten im hieraus f&r n == 1 , 2, 8 u. s. w. 



§ 3. SekUianen ztaüehen D%ffer0ntialqtMHerUen und Differenzen, 43 

- i/o" («+2<»)+ i/iMa+H-..- 
« Y° («) = /"o" (« + «)- /ö'"(« + i<») + H/;"(« + 2«)- 

- I/o' (« + *<») + ••• 
«>»r(«) = /o°'(« + l<ö)-|/o"(« + 2«»)+ i/o' (« + *«)-... 
<»*/"(«) = /o" (a + 2a>)-2/o''(a + |«>)-... 
»T («) = /»' (a + |e>)-... 



n 



m 



IV 



+ i/'o"(«-2a,)+ i/-oMa-H + -- 
o» Y" («) = /o" (« - «>)+ /o>-i«)+«/o''(«-2a,) + 

+ */oM«-io>)+- 
«oY" («) = /;'" (a - *«) + |/-o''(a-2«))+ i/i' (a-|a,) + ... 
m*r (a) = /ö" (« - 2») + 2/o' (a-|«,)+ ... 
«>Y' («) = /•«' (a-4a>) + ... 

f 0, r («) = /?^ («) - i/;^(«) + A/:^(«) - ••• 
««Y"' («)=/;^(«)- i/;^ («) + •• • 
«»T («)=/:;.(«) - 



• • • 



I <» Y" («) = /ö" («) - T^/"o"(«) + ^/•"W - • . • 

ö>Y" («)=/;»- */•"(«) + ... 
«Y" («) = /;"(«) - • • . 



Die beiden letzten Formelgruppen enthalten Differenzen mit 
nur ungeraden bez. mit nur geraden Ordnungszahlen, wogegen in 
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den zwei ersten Gruppen Differenzen aller Ordnungen Yorkommen. 
Die Formeln Ul und IV sind deswegen stärker conyergent und 
müssen daher bei numerischen Rechnungen yorgezogen werden, so 
oft nämlich diese Formeln überhaupt zur Anwendung kommen 
können. Es kommt indessen öfter Tor, dass die in HI und IV 
vorkommenden Differenzen nicht bekannt sind, obgleich die Diffe- 
renzen rechter Hand in I oder in 11 gegeben sind, und dann muss 
man sich der letztgenannten Formeln bedienen. Wir werden in den 
folgenden Paragraphen Gelegenheit finden, diese Verhältnisse näher 
zu beleuchten. 



§ 4. Formeln fBr mechanische Quadratur. 

Nachdem wir die Belationen zwischen den Differentialquotienten 
und den Differenzen abgeleitet haben, ist es nun unsere Aufgabe 
in der Formel (5) § 2 f&r numerische Quadratur die daselbst vor- 
kommenden Differentialquotienten gegen Differenzen zu vertauschen^ 
um zuletzt zu den definitiven Formeln ftb- numerische Quadratur 
zu gelangen. Da in der EuLEB'schen Beihe (in der Form (5) § 2) 
nur die Differentialquotienten ungerader Ordnung vorkommen, so 
erhalten wir drei verschiedene Quadraturformeln , je nachdem man 
das Formelsystem I, n oder HC im vorigen Paragraphen benutzt 

Die EüLEB'sche Formel lautete: 



(1) 



a+«o> 



j X{x) dx = {» >J Ä (a + r co) + -J- CO [Ä (fl + « co) — Ä (a)] 



r= 



n-1 



-2 ^i(o^*[^^^''^{a + SO}) - Ä-'-H«)] 



tsj 






WO 

(1*) 



r=0 



Jln 



Jn 
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Setzen wir hier nach § 8 (16) die Seihen 



+ ... 
und 

+ ... 
ein, 80 bekommen wir 



• — 1 



I A(x)rfx = (o2^A(a + reo) + ■}^ek>[X(a + sod) — il(a)] 



r = 



n-l 






(2) . «-1 



- a)^^^,«,(2'-i)[V'+^(«+»o'+^«') -V'*'(« + ^«')] 






2« 



WO man anch das Bestglied durch die Differenzen ausdrücken kann. 
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Führen wir die numerischen Werthe der Coefficienten Ä^. 
in (1) ein, so ist 

l{x)dx = (o^ X{a + reo) + ^m[)L{a + SO)) -^ l(a)]^ 

a 

- -^ «*[i' {a + sa>)-X' («)] + 



(3) 



- 3ÖSÖ- '^''t^' {a + '«)-A' (a)] + 



Zur Abkürzung setzen wir 



(4) 



«-I 



7, = fi) 2'''(^ + »"ö)) + i-ö> [A(a + *co) — Ä(a)] , 



r=i 



SO dass T^ also den gewöhnlichen Näherungswerth eines bestimmten 
Integrals bezeichnet 

Setzen wir die Werthe § 8 (I) in (3) ein^ so bekommen wir 



/ a+«<» 



(5) 



fX(x)dx =T,- -^ [V (a+*o>+i«)-V (« + H] + 



[i„"(a+»ö>+2«)-V'(a + 2w)]- 



+ 


0) 

24 




19 a» 




720 


+ 


160 




8630) 



60480 



+ ... 
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unter Anwendung des Formelsystems 11 § 8 bekommt man 



(6) 



o+'o» 



G) 



a 



19 Ol 
720 

3fi> 

"Teö" 

868 o 
60480 



[Ao"'(a+.a,-|a,)-V'(«-|«)]- 
[A^'^(a+«<ö-2(ö)-A^j"'(a-2a>)]- 



Das System m giebt nns endlich folgende bequeme Integra- 
tionsformel 



(7) 



a+'o 



jA(ar)rfx = r,- -J^^V«+*ö>)-ä;/.(«)] + 



11 






+ ... 



Das Sestglied habe ich hier nicht hingeschrieben, da sein ge- 
nauer Werth nicht aus der hier gemachten Untersuchung hervor- 
geht. Man bekommt in der That nach (1*) ftir das Bestglied eine 
unendliche Reihe, deren Werth zuerst untersucht werden muss. 
Eine derartige Untersuchung liegt aber bis jetzt nicht vor, obgleich 
eine solche wohl ausführbar wäre. Ohne Zweifel würde eine solche 
Untersuchung von der allergrössten Bedeutung f&r den praktischen 
Bechner sein, und es lässt sich a priori erwarten, dass das wichtige 
Resultat sich ergeben würde, dass, ftlr hinreichend kleine Werthe 
von o}j der Fehler bei der Anwendung irgend einer von diesen 
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Formeln kleiner ist als der doppelte Betrag des ersten vernach- 
lässigten Gliedes I analog wie es der Fall ist, wenn man rechter 
Seite die Differentialqnotienten statt der Differenzen benutzt. 

Von besonderem Interesse in astronomischer Hinsicht ist der 
Fall, wo in den obigen Formeln « = 1 gesetzt wird. Indem wir 
bemerken, dass 

ond dass T^ in folgenden verschiedenen Formen geschrieben werden 
kann: 

2\ = cöA(a) + ^eo[A(a + ü)) — A(a)] = 
as CO X{a + w) ^ \ CO Iq^ {a + \ o)) =» 



61 



^^[X{a + a,) + X{a)], 



2 



80 erhalten wir aus (5) für « » 1 : 



(8) 



a't-oi 



j X{x)dx = (oA(a) + \oi} l^ [a + \m) — 



tu 



12 



V(ö+ ö>) + 



+ -|^Ao"(« + l«')- 



24 



19(0 
720 



3q) 



VMö + 2ö>) + 



+ -Tss-V (« + !«)- 



160 



-#^^(« + 8«') + 



60480 ^ 



+ ... 
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uad ans (6): 



(9) 



12 



24 



19« 
720 



8« 

Teo 



868 o> 
60480 



V («) 



X,^{a^ia,)^ 






A^^(a.2a>)- 



Was die Formel (7) betrifift, so lässt sie sich, für «a 1, in 
ähnlicher Weise umformen. Führt man die Bezeichnung 



(10) 



/•?/!(«+*'») 



i[/'o'(« + «) + /'o'(«)] 



ein, so wird nämlich 

.2{-l 



und aus (7) erhalten wir also für « » 1 : 



(11) 



a+tt» 








a 


dz 




<ö A./, (a + -^ a>) — 






- 


+ w^1(« + ^'«)- 












-^^> + +'") + 








+ ... 


, liMbaiiik d«t Himmeli. II. 
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Die Formeln (8), (9) und (11) genügen, um die numerische Be- 
rechnung Yon Integralen bequem auszuführen. Es wird sich aber 
empfehlen^ die Formel (9) gegen eine andere zu vertauschen, die 
eine andere Beihe von adjungirten Differenzen enthält, nämlich die- 
jenigen Differenzen, welche der Function X{a), adjungirt sind, statt 
der Differenzen, welche zu der Function X{a + w) gehören und die 
in (9) Yorkommen. Aus dem Differenzschema erhält man unmittelbar 
die folgenden Relationen 

k {a+ (o) = i(a) + V(«-t«) + V(«-«) + ^'"(«-|ö>)+..- 






V(a - i(o) + A,"(a - (o) + X^'^ia - |«) +. 

A/(a-ö)) + Ao'"(a-fö)+. 



K'^{a-i(o)+... 



u. s. w., 



und setzt man diese in (9) ein, so erhält man 



(12) 



a<fo> 



+ 



+ 



+ 



2 



12 



S 



8 



261 
720 



95 
288 



A [a) 



+ 



+ i V («-i«) + 



V'(«- 0») + 



+ -f ;^'«(a-|o,) + 



^"(a-2ö)) + 



V(«-iffl) + 



+ S^"(«-S'»)+- 



Ich habe neben den obigen Formeln durch einen Pfeil die 
Bichtung derjenigen Linie angegeben, an der die adjungirten Diffe* 
renzen des ersten Elementes im Differenzschema liegen. 



§ 4. Formeln für meehamsehe Quadratur. 
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Wir werden im nächsten Paragraphen näher untersuchen, unter 
welchen Bedingungen man die eine oder die andere der obigen 
Formebi zur numerischen Berechnung eines Integrales wählen 
soll. Die Formeln (8), (12) und (11) sind hierfür die bequemsten 
und ich stelle sie hier nochmals zusammen: 



a+o» 



'-fmd. 



(A) 



A {a) 



+ IV(«+i«)- 



a+o» 



2 



-iVV(«+ «) + 



12 



1 



t-^V(« + *^)- 



24 



19 



-^*o"'(« + 2ö>) + 



720 



+ Tis V («+!«>) - 



160 



i/Ä(x)d^ = 



(B) 



X (a) + 



+ wV («-*«) + 
+ ... 






A./.(a+ i<o)- 



- 12 ^.(« + i'») + 



(C) 



11 



- + w^I(« + *^)- 



-^^^>k7(a + 4ö>) + 

60480 ^/t^ TT"'; T^ 



+ ... 



Ich werde diese Formeln im Folgenden kurzweg mit (A), (B) 
und (C) bezeichnen. 

Zuletzt werde ich noch eine Integrationsformel ableiten, die 
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in vielen Fällen grosse Vorzüge besitzt Will man das definite 
Integral 



/v(0 



dt 



mittelst mechanischer Qaadrator berechnen, so wird das Inteirall 
b^a in. eine Zahl — s — von Theilen getheilt, und man geht bei 
der Berechnung von den Werthen der Function <p{t) fiir t=^ a^ 
a + m, a + 2(o, ... a + sw aus, wo 

b-a 

CO = 

8 

ist Hieraus erhält man unmittelbar den Werth Ton T^. um 
aber auch die Werthe der in die Formeln eingehenden Differenzen 
zu erhalten, wird es nothwendig werden, noch einige Functionswerthe 
zu berechnen, nämlich flir ^ = a + (* + l)«ö, f = « + (* + 2)© u. s. w^ 
oder fbr ^ = a — cü, / = a — 2 Q), u. s. w. Es erscheint deswegen als 
wünschenswerth eine Formel abzuleiten, wo nur solche Differenzen 
vorkommen, die aus den Functionswerthen ^(a), (p{a + oo), . , .y 
(p(b) erhalten werden können, und eine solche Formel ist in der 
That leicht zu erhalten. Man muss zu dem Zweck in der 
Formel (3) f&r 

A2«-i ^a + so}) 

die adjungirten Differenzen yon der Form 

und f&r 

A2<-i [a) 

die adjungirten Differenzen von der Form 

V (a + s(o + —0)) 

einführen. Aus der Gombination yon I und IE im vorigen Para- 
graphen findet man unmittelbar die gesuchte Form und da sie 
unter umständen von Nutzen ist, so führe ich sie hier an. Man 
bekommt: 
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•+•» 



(13) 



a 



24 
19 



720 

3 
160 

868 



60480 



[;o™(a + *co-i(o)-V° (« + !«)] 






eine Formel, die ebenso einfach ist wie die Formeln (5) und (6) 
und die nur die Eenntniss der Functionswerthe innerhalb der Inte- 
graüonsgrenzen erfordert 

Wird in (13) « = 1 gesetzt, so kommt man, nach einigen Um- 
formungen, auf die Formel (C) zurück. 

§ 5. Numerische Beispiele. 

Bei den numerischen Anwendungen der Formeln für mecha« 
nische Quadratur muss man zwischen zwei wesentlich verschiedenen 
Fällen unterscheiden. Wir nehmen an, dass die folgende Difieren- 
tialgleichung zur Integration vorgelegt sei: 

Es kann dann vorkommen entweder, dass <p eine gegebene und 
völlig bekannte Function von t ist, oder dass die EWction (p so- 
wohl von t wie von z abhängt 

Im ersteren Falle ist 

und 

ar = f(p{i)dt. 
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Die Formeln im yorigen Paragraphen lassen sich hier direct 
anwenden. Man theilt das Intervall zwischen t^ nnd t^^ in s Theile, 
so dass 

G) = -^ —y 

8 

berechnet die Werthe von ^{t) für t=tQ, t = tQ + (o, ^=^ + 2co,..., 
t=zt+s(o=ty^j und bildet das entsprechende Differenzschema. Wenn 
es nöthig ist, berechnet man anch einige Werthe der Function (p{f) 
für solche Werthe von ty die ausserhalb des Grebietes ^— ^ liegen. 
Irgend eine von den Formeln (5), (6), (7) oder (13) im vorigen Para- 
graphen giebt dann ohne weitere Schwierigkeit den gesuchten 
Werth des Integrales. 

Wir nehmen beispielsweise an, dass man das Integral 

10 
dt 



=/4 



berechnen wiU. Hier ist (p(t)^ -^ und man muss zuerst einen 

bestimmten Werth für co wählen. Je kleiner co gewählt wird, 
um so genauer lässt sich der Werth des Integrales berechnen. 
Es ist nicht immer zu erwarten, dass man die Grenauigkeit — was 
für einen Werth m auch haben mag — dadurch beliebig gross 
machen kann, dass man hinreichend viele Grlieder in den Integra- 
tionsformeln mitnimmt Wir wissen schon, dass diese Eeihen im 
Allgemeinen divergent sind und dass die Glieder im Allgemeinen 
nicht gegen Null abnehmen, sondern hinreichend weit in der Reihe 
in vielen Fällen sogar zu wachsen anfangen. Wenn man aber (o 
hinreichend klein macht, so kann man immer — wenn es sich um 
analytische Functionen handelt — die Genauigkeit beliebig weit 
treiben und zwar aus zwei Gründen, theils weil die Differenzen mit 
abnehmendem to kleiner werden, theils weil jedes Glied in den Inte- 
grationsformeln CO als Factor enthält. 

In dem vorliegenden Fall liegt es am nächsten a> = 1 zu 
wählen. Da aber die xmtere Grenze des Integrales nahe einer 



I 
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ünendlichkeitsstelle der Fanction9)(f) liegt, so werden die Differenzen 



^(1+4-) 



Vo 



sehr gross und es empfiehlt sich q> kleiner zn wählen. 

Die folgende Tabelle enthält die Resultate, die man ftbr 0? = ^ 
erhält Es ist nicht nothwendig die Differenzen in der Mitte des 
Schemas auszuschreiben, sondern es genügen so viele Differenzen im 
Anfang und am Elnde, wie erforderlich sind, um die in der Formel 
Torkommenden Differenzen zu erhalten. 



t 


^- t 


W 


<Po" 


<PJ^ 


9><r 9o^ 


1.0 


1.0000 


-0.8338 








1.5 


0.6667 


-0.1667 


+0.1666 


--OMW 




2.0 


0.5000 




+0.0667 




+0.0665 






-0.1000 




-0.0884 


-0.0473 


2.5 


0.4000 


-0.0667 


+0.0883 


-0.0142 


+0.0192 


8.0 


0.8888 


-0.0476 


+0.0191 






8.5 


0.2857 










4.0 


0.2500 










4.5 


0.2222 










5.0 


0.2000 










5.5 


0.1818 


• 








6.0 


0.1667 










6.5 


0.1588 










7.0 


0.1429 










7.5 


0.1888 


-0.0088 








8.0 


0.1250 


-0.0074 


+0.0009 


-0.0000 




8.5 


0.1176 


-0.0065 


+0.0009 


-0.0002 




9.0 


0.1111 


-0.0058 


+0.0007 


-0.0002 




9.5 


0.1058 


-0.0053 


+0.0005 






10.0 


0.1000 











56 Hßchamaohe Quadratur, 



Die Tabelle giebt 

T = 2.3227 

A,,' (a + Äö) — |(ü) — i^' (a + |(ö) = + 0.3280 
V(a + *G)- iö) + i^n^^^ CO) = + 0.1671 
A^™(a + *a? - |a>) - ^^""(0 + |(») = + 0.0997 
V^ (a + *co - 2(ü) + A^^^(a + 2<ö) = + 0.0665 
A^j^ {a + s(o- f ö)) - 7^^ (a + |o>) = + 0.0473 

und nach (13) § 4 bekommt man also, wenn man die Differenzen 
der sechsten nnd höheren Ordnungen yemachlässigt, 

10 
f-^ = 2.8033 

1 

Der wahre Werth ist 2.3026 und der Fehler ist also 7 Ein- 
heiten in der vierten Decimalstelle. Die Nähe der ünendlichkeits- 
stelle der Function <p{i) macht sich noch fühlbar. Wäre die untere 
Grenze weiter von Null entfernt, würde man, mit demselben Werth 
von Wj bedeutend genaueren Werth für das Integral erhalten können. 

Bei der numerischen Bechnung empfiehlt sich den Coeffi- 
cienten der dritten Differenzen in der Form 

19 1 1 



720 86 720 

zu schreiben. Für den Coefficienten der vierten und fünften Diffe- 
renzen kann eine ähnliche Umformung von Nutzen sein, indem 

nämUch 

8 1 l_^ 

160 "" 40 160 

868 1 1 



60480 70 60480 

ist 

In demjenigen Specialfall der Gleichung (1), den wir jetzt be- 
handelt haben — dass nämlich <p nur eine Function von t ist — , 



§ 5. Numerische BeispieU. 57 

sind die Sch?derigkeiten bei der Berechnung der Integrale von nor 
technischer Natur. Liegt die Aufgabe vor, eine zusammengehörige 
Beihe von Integralen zu berechnen, so sind gewisse systematische 
Anordnungen der Berechnung von Nutzen. Man findet diese 
Seite des Problems in den grundlegenden Arbeiten von Encke in 
dem berliner astronomischen Jahrbuch'' ftlr 18S7 und 1862 aus- 
führlich auseinandergesetzt. Diese Bechnungsyorschriften, die man 
jetzt in den meisten Lehrbüchern wiederfindet, sind besonders für 
die numerische Berechnung der speciellen Störungen der Planeten 
ausgearbeitet 

Ist die rechte Seite von (1) nicht nur von tj sondern auch von 
X abhängig, gestaltet sich die numerische Berechnung des Integrales 
bedeutend schwieriger. Die numerischen Werthe der Function q>{xj t^ 
für eine Beihe von Werthen TOn t^ lassen sich dann nicht direct 
berechnen und die Berechnung des Integrales kann nur geschehen, 
indem man schrittweise um ein Intervall cu vorwärts geht 

Wir nehmen zuerst an, dass die Werthe für tp und x für eine 
Beihe von ^-Werthen bekannt sind. Wir nehmen an, dass diese 
Werthe für < = <'o, t^t^^fOj ^==/^ — 2(», ... bekannt sind und 
wir wollen den Werth von * für ^ = /^, + co erhalten. 

Aus den gegebenen Werthen von tp können wir nun die Diffe- 
renzen 

yo'(^o-i«)> <if-^)y 9o"(^-i^)» ••• 

erhalten, und setzen wir diese Werthe in (B) ein, so erhalten wir 
das Integral 



Jyrf/, 



und also auch den Werih von x für f a» f^ + a)* Mit Hilfe dieses 
Werthes berechnet man den Werth von ^ für or = ("^ + et) , woraus 
eine neue Beihe von Differenzen erhalten wird. Aus (B) folgt 
dann der Werth von x für / = ^^ + 2 co, und die Bechnung kann 
beliebig weit fortgesetzt werden. 

Wir haben hier vorausgesetzt, dass eine Beihe von ^-Werten 
schon vorliegt Es ist auch nothwendig zu zeigen, wie man die 
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Eechnung anlegen soll, wenn nur der Werth flir t = t^ bekannt ist, 
wenn man also die Rechnung „anüeuigen'' solL 

Wir bezeichnen den Werth von z flir t ^ t^ + ico mit x^, und 
den entsprechenden Werth von q) mit (p^. Beim Anfang der Rech- 
nung ist nur x^ und tp^ bekannt. 

Der Zuwachs von x, indem t von t^ bis ^o + cö wächst, wird 
aus der Formel (A) erhalten, die hier lautet: 



(2) 



*i -*o=/ ?'(*.')<''= «[yW 



+ i < Co + i«») - 

-tV9'o°('o+ «) + 

In dieser ist aber nur das erste Glied rechter Seite bekannt 
Wenn aber w verkleinert wird, so weiss man, dass das zweite 
Glied in der Parenthese auch verkleinert wird, wogegen das erste 
Olied — q>[t^ — unverändert bleibt Wir können deswegen flir 
kleine oa in der ersten Annäherung 

(3) a?! = x^^^ = ^0 + «^ Vo 

setzen. Mit diesem Werth von x^ berechnet man einen genäherten 
Werth flir (p[x^jt + a>), den wir qpj^^' nennen wollen. Der Unter- 
schied zwischen q>^^^ und tp^ giebt uns einen genäherten Werth flir 
^o^C^o + i*^)» welcher in (2) eingesetzt einen verbesserten Werth flir 
Xj giebt. Mit diesem Werth flir x^ wird ein verbesserter Werth 
für q>Q[tQ + i"^) berechnet und gleichzeitig ein genäherter Werth 
flir x^y aus dem ein Werth flir 9>o"(<^ + cd) hervorgeht. Die Rech- 
nung wird wieder vom Neuen angefangen und so lange fortgesetzt, 
bis hinreichend genaue Ausgangswerthe flir x und ^ erhalten 
worden sind. 

Das Rechnungsverfahren, das ich oben skizzirt habe, und das 
in der Praxis oft recht mühsam ausfallen kann, ist in der 



§ 5, Numerische Beispiele. 59 

Hauptsache mit einer Entwickelimg von x nach den Potenzen von cd, 
d. h. nach den Potenzen von t^t^, identisch. In denjenigen 
Fällen, in denen es nicht allzu unbequem ist, die Differential- 
quotienten von q> analytisch darzustellen und numerisch zu be- 
rechnen, wird es geeignet sein, die Berechnung der Anfangswerthe 
fllr X durch eine directe analytische Entwickelung nach den Potenzen 
Yon CO auszuführen. Es ist 

(4) f(pdt^(0(p + -^g-y' + -^yn + -^y"' + ..., 

WO zu bemerken ist, dass die Werthe für die Function (p und ihre 
Ableitungen f^r t^t^ zu berechnen sind, und dass sämmtUche diese 
Functionen von t wie von x abhängen. Es ist also 



+ [~dV) V + v'-eJ 



u. s. w. 



Als einfaches Beispiel nehmen wir an, dass die folgende Diffe- 
rentialgleichung vorgelegt wäre: 

dx 



^ X 

dt 



mit der Bedingung, dass ar = 1 ist für ^ a 0. 
Es ist also 

(5) x^l =^ Cxdt. 



Werden die Anfangswerthe mittelst einer Potenzreihe berechnet, 
so gestaltet sich die Rechnung hier sehr einfach, indem diese 
nämlich lautet: 

X = 1 + < + ^ + -Tg- + . . . 
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Setzen wir €» = 0.1 und berechnen aas der Potenzreihe die 
Werthe von ar f&r fs={u, 20} und Scu, bo können die übrigen Werthe 
mittelst (B) berechnet werden. Wir erhalten 

t X = g> 

0.0 1.0000 

0.1 1.1052 

0.2 1.2214 

0^ 1^98 

0.4 1.4918 

0.5 1.6487 

0.6 1.8221 

0.7 2.0137 

0.8 2.2255 

0.9 2.4596 

1.0 2.7188 

Die Berechnung der ar- Werthe geschieht viel schneller und an- 
genehmer mittelst mechanischer Quadratur als mit Hilfe der Potenz- 
reihe. Die letzte Zahl giebt den Werth von e — der Basis der 
natürlichen Logarithmen — genau bis auf die vierte Decimalstelle. 

Wollte man in diesem Falle auch die Anfangswerthe mittelst 
mechanischer Quadratur berechnen, würde sich die Rechnung 
folgendermaassen gestalten. 

Wir setzen 

xdt. 

(<-l) a> 



w 


Vo" 


Vo«" 


fl'o'^ 


+0.1052 


+0.0110 






+0.1162 




+0.0012 






+0.0122 




+0.0002 


+ 0.1284 




+0.0014 






+0.0136 




-0.0001 


+0.1420 




+0.0013 






+0.0149 




+0.0003 


+0.1569 




+0.0016 






+0.0165 




+0.0001 


+0.1734 




+0.0017 






+0.0182 




+0.0003 


+0.1916 




+0.0020 






+0.0202 




+0.0001 


+0.2118 




+0.0021 






+0.0223 




+0.0002 


+0.2341 


+0.0246 


+0.0023 




+0.2587 

• 




* 





j(o =/; 



Die Werthe, die man für J(») in der ersten, zweiten u. s. w. 
Annäherung erhält, bezeichnen wir mit J^(^, J^^^ ^ ^- ^• 
Nach (3) erhalten wir in der ersten Annäherung 

woraus ftlr x das genäherte Differenzschema 
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1.0000 

+0.1000 
1.1000 

entsteht. Mittelst (A) berechnen wir hieraus einen Werth für J^^^ 
in der zweiten Annäherung 

J,<^ = 0.1 [1.0000 + 0.0500] = + 0.1050 

und mittelst (B) einen Werth Air A^^ in der ersten Annäherung 

Jj<2>« + 0.1160. 

Wir erhalten hieraus das zweite Differenzschema ftir x: 

1.0000 

+0.1050 
1.1050 +0.0100 

+0.1150 
1.2200 

Wir können nun die dritte Annäherung für J^^ YOmehmen, 
welche giebt [nach (A)] 

^3(1)« + 0.1052. 

Die zweite Annäherung für J^* giebt nach (A) 

^3«« + 0.1163 

und die erste Annäherung ftlr A^ ist nach (B) 

Jj<«=: + 0.1282. 

Wir erhalten hieraus das dritte Differenzschema: 

1.0000 

+0.1052 
1.1052 +0.0111 

+0.1163 +0.0008 

1.2215 +0.0119 

+0.1282 
1.8497 

Noch eine vierte Annäherung muss gemacht werden, die aber 
nur unbedeutende Correctionen der eben erhaltenen Werthe giebt. 
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Dann erhalten wir aber die endgültigen Anfangs werthe, mit denen 
man nach (B) in derselben Weise wie früher fortsetzen kann. 

Wenn man die Formel (B) mit der Formel (9) des vierten 
Paragraphen vergleicht, so findet man, dass die Goefficienten der 
Differenzen in (9) bedeutend kleiner sind als die entsprechenden 
Goefficienten in (B), woraus folgt, dass, so oft eine Wahl möglich ist^ 
die Formel (9) der Formel (B) vorzuziehen ist Wenn es sich um 
den allgemeineren Fall handelt, dass in den Differentialquotienten 
sowohl die abhängigen wie die unabhängigen Veränderlichen vor- 
kommen, also wenn in der Differentialgleichung 

dx 

die rechte Seite von t und x abhängt, so kann die Formel (9) nicht 
direct zur Anwendung kommen, wogegen man mittelst (B] mit den 
Integrationen schrittweise vorwärts schreiten kann. 

In indirecter Weise kann aber die Integration auch mit Hilfe 
von (9) allein ausgeführt werden.^ Wenn nämlich die Functions- 
werthe far t =s t^j t^ -- cj^ t^ -— 2 co u. s. w. gegeben sind, so kann 
man durch Extrapolation sich einen Functionswerth für t=t^ + (o 
verschaffen und sich dann der Formel (9) für die Integration be- 
dienen. 

E^e solche Extrapolation kann beispielsweise so geschehen, 
dass man eine Differenz höherer Ordnung — etwa der 4**° oder 
5*^ Ordnung — als constant betrachtet und dann durch eine ein- 
fache Addition den Functionswerth für ^ = /^ + cö und die ent- 
sprechenden Differenzen höherer Ordnung ableitet. 

Der extrapolirte Functionswerth stimmt nicht immer nut dem 
durch die Integration erhaltenen Werth für die gesuchte Function 
überein. Es wird dann noth wendig sein, eine neue Bechnung aus- 
zuführen, unter Anwendung des durch die Integration erhaltenen 
Functionswerthes. 



^ G. H. Darwin, der die mechanische Quadratur in grosaer Ansdehnong 
benutzt hat, bedient sich immer der Formel (9). 
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Ist das Intervall q> zu gross gewählt, so lässt sich mittelst (B) 
der Werth des Integrales nicht mit hinreichender Genauigkeit be- 
rechnen. Es ist dann im Allgemeinen nothwendig, die Rechnung 
mit kleinerem et>-Werthe durchzufiihren. Wird das Intervall co gegen 
m<o vertauscht, so werden die Differenzen n^ Ordnung um m^ ver- 
grössert bez. verkleinert, je nachdem m grösser oder kleiner als die 
Einheit ist.^ Wenn man beispielsweise das Intervall halbirt, werden 
die Differenzen l*** Ordnung halbirt, diejenigen der 2*^ Ordnung 
viermal verkleinert, der 3^ Ordnung achtmal verkleinert u. s. w. 
Eine Halbirung des Intervalles hat also einen bedeutenden Einfluss 
auf die Gonvergenz der Integrationsformeln. 

Die Wahl von co hängt von der bei der Integration beabsich- 
tigten Genauigkeit des Resultates ab. Je kleiner co ist, desto 
grösser ist die Genauigkeit, die bei der Rechnung erreicht werden 
kann. Es kann auch vorkommen, dass die Formel (B) die ge- 
wünschte Genauigkeit nicht giebt, dass dagegen eine solche mittelst 
(9) erreicht werden kann. In diesem Falle müssen bei jeder Inte- 
gration zwei Annäherungen gemacht werden, indem man einmal die 
Formel (B) benutzt und sich hierdurch «einen genäherten Werth des 
Functionswerthes verschafft, und dann mittelst (9) eine zweite Inte- 
gration ausführt Man kann in solchem Falle vielleicht mit gleichem 
Vortheil bei beiden Annäherungen sich der Formel (9) in oben be- 
schriebener Weise bedienen. 

Bei der numerischen Rechnung muss man darauf achten, 
nicht allzu viele Glieder in der Integrationsformel mitzunehmen. 
Diese Formel ist fast immer divergent, und es ist also kein un- 
bedingter Vorteil, sehr viele Glieder in der Formel zu benutzen. 
In der Praxis bin ich dem Prinzip gefolgt, die Reihe mit dem 
kleinsten Glied abzubrechen (das kleinste GUed wird nickt mitr 
genommen), und den Fehler ungefähr gleich dem doppelten Betrag 
des kleinsten Gliedes geschätzt Es ist zwar, wie oben bemerkt 
worden ist, nicht bewiesen, dass dem wirklich auch so ist, aber das 



^ Vgl. Bics: The Theory and Practice of Inteipolation, wo man über 
venchiedene Fragen, die mit dem hier behandelten Thema zusammenhängen, 
interessante Aufschlüsse findet 
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wahre Besultat wird nicht weit hiervon abweichen, wenn o> so klein 
gewählt worden ist» dass die Differenzen innerhalb des Intervalles 
nicht das Zeichen wechseln. 

Wenn es sich um die Berechnung eines DoppetintegraUt handelt, 
kann man entweder das obige Integrationsverfahren zweimal benutzen, 
oder die zweifache Integration direct ausfähren, wofür man mit 
(A), (B) und (C) analoge Integrationsformeln aufstellen kann. In- 
dessen ist die letztere Methode im Allgemeinen nicht zu empfehlen, 
wenn im Ausdrucke fär dajs zweite Differential sowohl die unab* 
hängige Veränderliche^ wie die abhängige Veränderliche und deren 
erster Differentialquotient vorkommt, also wenn die Differential- 
gleichung die Form 



^»^(''^'W) 



hat Man führt dann besser eine neue Veränderliche 

dx 



y = 



di 



ein und schreibt die Gleichung in der Form 

dy _ 



(6) 



^ = 9)(f,x,y), 



dx 



welche Gleichungen mittelst der Formeln (A), (B) und (C) integrirt 
werden können. 

Die canonischen Differentialgleichungen in der Mechanik haben 
alle diese Form, und um die Frage von der Integration solcher 
Gleichungen mittelst mechanischer Quadratur zu beleuchten, werde 
ich hier die Integration der canonischen Differentialgleichungen mit 
zwei Freiheitsgraden an einem bestimmten numerischen Beispiele 
ausfuhrlich auseinandersetzen. 

Es handelt sich um die Bewegung eines Körpers mit ver- 
schwindender Masse, der von zwei Körpern m^ und »ig, die sich in 
einem Kreise um den gemeinsamen Schwerpunkt bewegen, attrahirt 
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wird. Die rechtwinkligen Coordinaten q^ und q^ sind auf den 
Schwerpunkt bezogen, und die x-Achse dreht sich mit gleichförmiger 
Geschwindigkeit, so dass sie stets gegen die Masse m^ gerichtet ist 
Die Geschwindigkeit — n — der Achsendrehung hat somit den Werth 



(7) „ = yr+^ = i+ ^^ »i + >, 

1 + yi + f» 

wenn wir die Masse des grossen Körpers — m^ — mit Eins be- 
zeichnen und die Masse von m^ mit fu 

Die Differentialgleichungen der Bewegung sind nach § 8 des 
ersten Abschnittes 



(8) 



^ = Pi + nq^, -^= np^-A-B, 

dqt 



WO 



und (>^ und g^ die Abstände des massenlosen Körpers von m^ und 
m, bezeichnen« 

Die Gleichungen (8) besitzen das Integral 

w (4^)"+(^)'-«ß-<'. 

WO 

(9*) 2ß = (,,« + ^+M(?,»+^) 

ist. 

Die Anfangslage und die Constante C wurden so gewählt, dass 
sie einer der yon Dabwin in seiner Arbeit „On periodic orbits^' 
berechneten periodischen Lösungen der Differentialgleichungen (8) 
entsprachen. Für (a ist derselbe Werth wie in der betreffenden 
Arbeit Dabwin's, nämlich 

^ = 0.1 , 

Chariub, Meduuiik d« Hlmmwlii. IL ^ 
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jogenoihmeny und f&r C der Weith 

C= 3.950. 

Die Werthe der Coordinaten und der G^eschwindigkeiten für 
t = sind 

jj« = - 0.97409 , yj« =- 0.00000 , 

?/'= 0, y;«= 1.462, 

welcher letztere Werth aus dem angenommenen Werth fbr C er- 
halten worden ist Die Differentialgleichungen geben hieraus 

ft' - , p,^ 2.484 , 

1^/«== + 21.94, p,'^^ 0. 

Für das Intervall q> wurde der Werth 

CO = 0.01 
gewählt. 

Die Berechnung der Werthe von g^ und p^ flir ^ = 0.00, 0.0 1, 
0.02, 0.08 wird hier übei^ngen. Sie geschah in fiüher be- 
schriebener Weise mittelst mechanischer Quadratur, könnte aber in 
diesem Falle leichter durch Entwickelung nach Potenzen von t er- 
mittelt werden. In der folgenden Tafel I sind also die Werthe 
von y/, y,', p{, p^ für ^ = 0.00, O.Ol, 0.02 und 0,03, und die 
entsprechenden Differenzen als gegeben anzusehen. 

Die ßechnung geschieht auf drei verschiedenen Zetteln, welche 
wir als Blatt I, 11 und m bezeichnen wollen. In Blatt I werden 
die jedesmal erhaltenen Werthe von q^, y^', /?j', p^ eingetragen. 
Auf Blatt n wird die Berechnung dieser Werthe aas der Formel (8) 
ausgeführt und endlich werden auf m die Integrationen vollzogen. 

Das Intervall (At^ O.Ol) ist etwas zu gross gewählt, so dass 
die Formel (B) nicht hinreichend genaue Werthe filr die Integrale 
giefot, wie man axis der Grösse der vernachlässigten Differenzen 
findet Die Ungenauigkeit ist aber nicht so gross, dass eine Yer- 
kleinerung des Intervalles nothwendig ist, sondern ich habe vorge- 
zogen, die Bechnungen f&r jedes Intervall zweimal auszuführen, 
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indem das erste Mal die Integrationsformel (B), das zweite Mal die 
Formel (9) benutzt wurde. 

Der Gang der Becfanung ist somit der folgende , nachdem sie 
bis t=i t^ fortgeschritten ist 

Zuerst werden auf Blatt m unter Anwendung der Formel (B) 
die Werthe von y^, q^y p^ und/>2 für t^t^ + w berechnet Mittelst 
dieser Werthe werden auf Blatt 11 die entsprechenden Werthe 
der Ableitungen q^'y q^j p^j p^ erhalten. Diese Grössen, die nur 
als Annäherungen zu betrachten sind, werden mit Bleistift in die 
Tabelle I eingetragen. Man kehrt dann zum Blatte HI zurück 
und führt die Integration zwischen t^ und ^^ + 01 mittelst (9) aus. 
Die so erhaltenen Coordinatenwerthe geben auf Blatt 11 die defini- 
tiven Werthe der Ableitungen, welche dann in das Blatt I einge- 
tragen werden. 

Die Rechnung, die durchgehend yierstellig geführt wurde, hat 
folgendes Aussehen. 

(Siehe Tabellen auf Seite 68—85). 

Die zweifache Ausführung der Integration und die entsprechende 
zweifache Berechnung der Ableitungen auf Blatt 11 ist natürlich 
ein üebektand, der yermieden werden könnte, wenn man das 
Intervall verkleinerte, z. B. halbirte. Man würde aber hierdurch 
nicht an Zeit gewinnen, sondern umgekehrt, da die Berechnung der 
Ableitungen — der mühsamste Theil der Arbeit — bei der zweiten 
Rechnung verhältnissmässig bequem ist. Erstens kann man die 
Kechenarbeit hier dadurch sehr erleichtem, dass man bei der ersten 
Rechnung die Tabellendifferenzen bei allen Logarithmen einträgt, wie 
es in der folgenden Rechnung in der kleinen Columne jedes Inter- 
valles geschehen ist Hierdurch erspart man bei der zweiten Rech- 
nung alle Nachschlagungen von Logarithmen. Zweitens sind gewöhn- 
lich die bei der ersten Annäherung erhaltenen Werthe so genau, 
dass man nur einen Theil der zweiten Rechnung auszuführen 
braucht In der obigen Rechnung sind für ^ > 0.12 nur un- 
bedeutende Correctionsrechnungen bei der zweiten Annäherung er- 
forderlich. 
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Ähchanische Quadratur. 




















Blatt 


t 


0.04 




• 

0.05 




• 

9i 


-0.959580 




-0.959552 


-0.952616 




-0.952589 


ff 1 ^ 


- 1.050489 
-0.050489 




- 1.050461 
-0.050461 


- 1.043525 
-0.043525 




- 1.043498 


* ' 1 + M 






— 0.043498 


9i 


-0.05399 




-0.054010 


-0.064992 




-0.064976 


■°«("-.:j 


0.0214. 


41 


0.0214. 


0.0185, 


42 


0.0185. 


loelo 1 1 


8.7032. 


9 


8.7030, 


8.6387. 


10 


8.6384. 


'°«r ' 1+J 


logg. 


8.7323. 


8 


8.7325, 


8.8128. 


7 


8.8127. 


log ?,• 


0.0428 
7.4646 




0.0428 
7.4650 


0.0370 
7.6256 




0.0370 
7.6254 


('■ - r^J- 


1.1036 
0.002915 


2 
6 


1.1036 
0.002917 


+ 1.0890 
+ 0.004223 


2 

10 


+ 1.0890 
+0.004221 


ft* 


1.1065 




1.1065 


+ 1.0932 




+ 1.0932 


logft* 


a0439 


39 


0.0439 


0.0387 


40 


0.0387 


logft 


0.0219.S 




0.0220 


0.0194 




0.0194 


lorla l * V 


7.4064 




7.4060 


7.2774 




7.2768 


'"« i«» + 1 + ^j 


fc 1 M' 


0.002549 
0.002915 


6 


0.002547 
0.002917 


0.001894 
4223 


5 


0.001891 
4221 




e.« 


0.005464 




0.005464 


+0.006117 




+0.006112 


log et' 


7.7375 


8 


7.7375 


7.7866 


8 


7.7862 


löget 


8.8687., 




8.8688 


8.8933 




8.8931 


9i 


-0.05399 




-0.054010 


-0.064992 




-0.064976 


»'^i 


-0.00263 




-0.00263 


3172 




3171 


»?i 


-0.05662 




-0.05664 


-0.068164 




-0.068147 


Pi 


+0.7087 




+0.7085 


+0.8036 




+0.8029 


9i' 


+0.6521 




+0.6519 


+0.7354 




+0.7347 



§ 5. Numeris^ Bßispieie, 
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IL 




-0.944963 
- 1.0358T2 

-0.035872 
-0.074T49 

0.0153. 

8.5548. 
8.8736. 

0.0306 
7.7472 ■ 

+ 1.0730 

+a005588 

+ 1.0786 

0.0328 

0.0164 

7.1096 

0.001287 

5588 
+0.006875 
7.8373 
8.9186 

-0.074749 
3647 
-0.078396 
+0.8692 
+0.7908 



42 

12 

6 



2 

13 

40 



3 
13 

6 



-0.944942 
-1.035851 

-0.035851 
-0.074788 

0.0153. 



7.1092 



0.936870 
1.027779 

0.027779 
0.088376 

0.0118. 



8.5546, 


8.4437. 


8.8735. 


8.9211. 


0.0306 


0.0236 


7.7470 


7.8422 


+ 1.0730 


1.0558 


+0.005585 


0.006953 


+ 1.0786 


1.0628 


0.0328 


0.0264 


0.0164 


0.0132 



6.8874 



0.001286 


0.000772 


5588 


6953 


+0.006871 


0.007725 


7.8371 


7.8879 


8.9185 


8.9440 


-0.074738 


-0.083376 


- 3647 


4009 


-0.078385 


-0.087385 


+0.8678 


+0.9099 


+0.7894 


+0.8225 



42 

15 
6 



3 
16 

41 



1.8 



6 



-0.936868 
-1.027777 

-0.027777 
-0.083859 

0.0118. 

8.4437. 
8.9210. 

0.0236 
7.8420 

1.0558 

0.006950 

1.0628 

0.0264 

0.0132 

6.8874 

0.000772 

0.006950 
0.007722 

7.8877 
8.9438 

-0.083359 
- 4009 
-0.087368 
+0.9093 
+0.8219 
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Meohaniaehe Quadratur. 



Blatt n 



i 


0.04 


0.05 


-Qi 


+ 0.959580 




+ 0.959552 


+ 0.952616 




+ 0.952589 


-^9i 


+ 0.04688 




+ 0.04682 


+ 0.04649 




4648 


-nq^ 


+ 1.00641 




+ 1.00637 


+ 0.99911 




0.99907 


Pi 


- 2.1647 




- 2.1630 


- 2.0361 




- 2.0349 


qt 


- 1.1583 




- 1.1566 


- 1.0370 




- 1.0358 


^^^(^-llj 


0.0214. 




0.0214. 


0.0185. 




0.0185. 


log Qt* 


0.0658 




0.0659 


0.0581 




0.0581 


log -4 


9.9556. 




9.9555. 


9.9604. 




9.9604. 


/ 1 ^ 

lArr ff 1 /> ^ . 1 


7.7082. 




7.7030. 


7.6387. 




7.6884. 


logfij^g, 1 j^^j 


löge«' 


6.6068 




6.6063 


6.6799 




6.6793 


logB 


1.0969. 




1.0967. 


0.9588. 




0.9591. 


Pl 


- 2.1647 




- 2.1630 


- 2.0361 




- 2.0349 


"P« 


- 0.1057 




- 0.1057 


- 0.0994 




994 


np. 


- 2.2704 




- 2.2687 


- 2.1355 




- 2.1343 


--4 


+ 0.9028 


20 


+ 0.9026 


+ 0.9128 


21 


+ 0.9128 


fiA--A 


- 1.3676 




- 1.3661 


- 1.2227 




- 1.2215 


-5 


+ 12.497 


3 


+ 12.491 


+ 9.095 


21 


+ 9.101 


Pi' 


+ 11.129 




+ 11.125 


+ 7.872 




+ 7.880 


log^, 


8.7323. 




8.7325. 


8.8128. 




8.8127. 


log^» 


0.0658 




0.0659 


0.0581 




0.0581 


logO 


8.6665. 




8.6666. 


8.7547. 




8.7546. 


logjUft 


7.7323. 




7.7825. 


7.8128. 




7.8127. 


log ^,* 


6.6063 




6.6063 


6.6799 




6.6793 


logD 


1.1260. 




1.1262. 


1.1329. 




1.1334. 


-Pl 


- 0.7087 




- 0.7085 


- 0.8036 




~ 0.8029 


-»'Pl 


- 0.0346 




- 0.0346 


393 




393 


-np, 


- 0.7433 




- 0.7431 


- 0.8429 




- 0.8422 


-C 


+ 0.0464 


11 


+ 0.0464 


+ 0.05685 


14 


+ 0.05684 


-»Pi-0 


- 0.6969 




- 0.6967 


- 0.7860 




- 0.7854 


-D 


+ 13.370 


3 


+ 13.373 


+ 13.577 


3 


+ 13.592 


P.' 


+ 12.673 




+ 12.676 


+ 12.791 




+ 12.807 



§ 6. Numerische Beispiele, 
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(Fortsetzung). 



i 0.06 

1 


0.07 


+ 0.944963 




+ 0.944942 


+ 0.936870 




+ 0.936868 


+ 4611 




+ 4611 


+ 4571 




+ 4571 


+ 0.99107 




+ 0.99105 


+ 0.98258 




+ 0.98258 


- 1.9092 




- 1.9091 


- 1.7903 




- 1.7906 


- 0.9181 




- 0.9181 


- 0.8077 




- 0.8080 


0.0153. 




00158. 


0.0118. 




0.0118. 


0.0492 




0.0492 


0.0396 




0.0396 


9.9661. 




9.9661. 


9.9822. 




9.9822. 


7.5548. 




7.5546. 


7.4437. 




7.4437 


6.7558 




6.7555 


6.8320 


• 


6.8314 


1 0.7990. 




07991. 


0.6117. 




0.6123. 


- 1.9092 




- 1.9091 


- 1.7903 




- 1.7906 


- 932 




932 


873 




873 


- 2.0024 




- 2.0023 


- 1.8776 




- 1.8779 


+ 0.9249 


21 


+ 0.9249 


+ 0.9599 


22 


+ 0.9599 


- 1.0775 




- 1.0774 


- 0.9177 




- 0.9180 


+ 6.295 


15 


+ 6.297 


+ 4.090 


10 


+ 4.096 


+ 5.217 




+ 5.220 


+ 3.172 




+ 3.178 


8.8786. 




8.8735. 


8.9211. 




8.9210. 


0.0492 




0.0492 


0.0396 




0.0396 


8.8244. 




8.8243. 


8.8815. 




8.8814. 


7.8786. 




7.8735. 


7.9211. 




7.9210. 


6.7558 




6.7555 


6.8320 




6.8314 


1.1178. 




1.1180 


1.0891. 




1.0896. 


- 0.8692 




- 0.8678 


- 0.9099 




- 0.9093 


424 




- 424 


444 




444 


- 0.9116 




- 0.9102 


- 0.9548 




- 0.9537 


4- 0.06674 


15 


+ 0.06672 


+ 0.07612 


18 


+ 0.07610 


- 0.8449 




- 0.8435 


- 0.8782 




- 0.8776 


+ 13.114 


8 


+ 13.120 


+ 12.273 


3 


+ 12.288 


+ 12.269 




+ 12.276 


+ 11.895 




+ 11.410 
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M«ehemis<Ae Quadratur. 



Blatt n 



t 




0.08 






0.09 


, 


9i 


-0.92856$ 




-0.928556 


-0.920158 




-0.920158 


^^ itfs 


- 1.019467 




-1.019465 


-1.011062 




-1.011067 


^» + 1+^ 


-0.019467 




-0.019465 


-0.011062 




-0.011067 


9i 


-0.090988 




-0.090925 


-0.097524 




-0.097528 


M*-r:.) 


0.0084» 


43 


0.0084» 


0.0048. 


48 


0.0048. 


"*('■*. ij 


8.2898» 


22 


8.2898, 


8.0488. 


89 


8.0440. 


logg. 


8.9588. 


4 


8.9588. 


8.9891. 


4 


8.9891. 


'^ ('-.:.)' 


0.0168 




0.0168 


0.0096 




0.0096 


log ft* 


7.9176 




7.9176 


7.9782 




7.9782 


{* - ^^J• 


1.0896 


2 


1.0896 


1.0222 


2 


1.0222 


?.• 


0.008271 


19 


0.008271 


0.009510 


22 


0.009510 


ft* 


1.0479 




1.0479 


1.0317 




1.0317 

1 


logft' 


0.0208 


42 


0.0208 


0.0135 


42 


0.0135 

1 


logft 


0.0102 




0.0102 


0.0068 




0.0068 


^^^(^^^lij 


6.5786 




6.5786 


6.0876 




6.0680 

1 


a \ M" 


0.000879 


0.9 


0.000879 


0.000122 


0.8 


0.000122 


l^* ' 1+w 


?.• 


0.008271 




0.008271 


0.009510 




0.009510 


e.' 


0.008650 




0.008650 


0.009632 




0.009632 1 


logft* 


7.9870 


5 


7.9870 


7.9837 


5 


7.9837 


log^ 


8.9685 




8.9685 


8.9918 




8.9918 


9i 


-0.090938 




-0.090925 


-0.097524 




-0.097528 


^9t 


4489 




4439 


4759 




4759 


»«• 


-0.095877 




-0.095364 


-0.102283 




-0.102287 


Pi 


+0.9SS5 




+0.9329 


+0.9426 




+0.9480 


?/ 


+0.8881 




+0.8875 


+0.8408 




+0.8407 



§ 5. Numerisehe Beispiele, 
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(Fortsetzung). 



0.10 



-a911770 




-1.002679 




-0.002679 




-0.103294 




0.0011. 


43 


7.4279. 


16 


9.0140. 


42 


0.0022 




8.0280 




1.0054 


2 


0.01067 


2 


1.0161 




0.0069 


43 


0.0034 




4.8558 




0.00001 




0.01067 




0.01068 




8.0286 


41 


9.0143 




-0.103294 




5041 




-0.108335 




+a9438 




+0.8355 





0.11 



0.911772 
1.002681 

0.002681 
0.103279 

0.0011. 

7.4282. 
9.0139. 

0.0022 

8.0278 

1.0054 

0.01067 
1.0161 
0.0069 
0.0034 

4.8564 



-0.903468 
-0.994377 

+0.005628 
-0.108269 

9.9976. 

7.7499 
9.0345. 

9.9952 

8.0690 

0.9890 

0.01172 
1.0007 
0.0003 
0.0002 

5.5998 



0.00001 


0.00004 


0.01067 


0.01172 


0.01068 


0.01176 


8.0286 


8.0704 


9.0143 


9.0352 


-0.103279 


-0.108269 


5041 


5283 


-0.108320 


-0.118552 


+0.9436 


+0.9369 


+0.8353 


+0.8234 



8 
40 



22 
8 

43 



37 



-0.903474 
-0.994383 

+0.005617 
-0.108271 

9.9976. 

7.7494 
9.0345. 

9.9952 

8.0690 

0.9890 

0.01172 
1.0007 

aooo3 

0.0002 

5.5988 

0.00004 

0.01172 
0.01176 
8.0704 
9.0352 

-0.108271 
5283 
-0.113554 
+0.9371 
+0.8235 



76 



Abehanische Quadratur. 



Blatt n 



t 


0.08 


0.09 


-?1 


+ 0.928558 




+ 0.928556 


+ 0.920153 


« 


+ 0.920158 


-pq^ 


+ 4533 




+ 4533 


+ 4498 




+ 4498 


-»ft 


+ 0.97389 




+ 0.97389 


+ 0.96513 




+ 0.96514 


Pf 


- 1.6810 




- 1.6805 


- 1.5812 




- 1.5814 


Qt 


- 0.7071 




- 0.7066 


- 0.6161 




- 0.6163 


^^(^-i:j 


0.0084. 




0.0084. 


0.0048. 




0.0048. 

1 


i«>gft* 


0.0806 




0.0306 


0.0204 




0.0204 > 


log -4 


9.9778. 




9.9778 


9.9844 




9.9844 


log^?. + ,^. 


7.2893. 




7.2893. 


7.0438. 




7.0440. 




6.9055 




6.9055 


6.9754 




6.9754 


log 5 


0.3888. 




0.3838. 


0-0684. 




0.0686. 


Pfl 


- 1.6810 




- 1.6805 


- 1.5812 




- 1.5814 


»'Pt 


- 820 




820 


772 




772 


»Pl 


- 1.7630 




- 1.7625 


- 1.6584 




- 1.6586 


-il 


+ 0.9502 


22 


+ 0.9502 


+ 0.9647 


23 


+ 0.9647 


ffft-^ 


- 0.8128 




- 0.8123 


- 0.6937 




- 0.6939 1 


-B 


+ 2.420 


6 


+ 2.420 


+ 1.170 


4 


+ 1.171 


P,' 


+ 1.607 




+ 1.608 


+ 0.476 




+ 0.477 


logft 


8.9588« 




8.9588. 


8.9891. 




8.9891. 


log ^/ 


0.0306 




0.0306 


0.0204 




0.0204 


logC 


8.9282. 




8.9282. 


8.9687. 




8.9687. 


\ogfiqt 


7.9588. 




7.9588. 


7.9891. 




7.9891. 


löge." 


6.9055 




6.9055 


6.9754 




6.9754 


log 2) 


1.0533. 




1.0588. 


1.0137. 




1.0187. 


-Pi 


- 0.9335 




- 0.9329 


- 0.9426 




- 0.9430 


-ppi 


456 




- 456 


460 




- 460 


-wpi 


- 0.9791 




- 0.9785 


- 0.9886 




- 0.9890 


- C 


+ 0.08476 


20 


+ 0.08476 


+ 0.09305 


21 


+ 0.09305 


- npi - (7 


- 0.8943 




- 0.8937 


- 0.8955 




- 0.8960 


-I? 


+ 11.806 


2 


+ 11.306 


+ 10.321 


3 


+ 10.321 


P.' 


+ 10.412 




+ 10.412 


+ 9.425 




+ 9.425 
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(Fortsetzimg). 



0.10 


0.11 


+0.911770 




+0.911772 


+0.903468 




+0.903474 


+ 4450 




+ 4450 


+ 4409 




+ 4409 


+0.95627 




+0.95627 


+0.94756 




+0.94756 


- 1.4915 




- 1.4920 


-1.4120 




-1.4117 


-0.5352 




-0.5357 


-0.4644 




-0.4641 


0.0011» 




0.0011. 


9.9976. 




9.9976. 


0.0102 




0.0102 


0.0006 




0.0006 


9.9909. 




9.9909. 


9.9970. 




9.9970. 


6.4279. 




6.4282. 


6.7499 




6.7494 


7.0429 




7.0429 


7.1056 




7.1056 


9.3850. 




9.3853. 


9.6443 




9.6438 


- 1.4915 




-1.4920 


-1.4120 




-1.4117 


- 728 




- 728 


- 689 




- 689 


-1.5643 




- 1.5648 


-1.4809 




-1.4806 


+0.9793 


23 


+0.9793 


+0.9931 


23 


+0.9931 


-0.5850 




-0.5855 


-0.4878 




-0.4875 


+0.2427 


5 


+0.2429 


-0.4409 


10 


-0.4404 


-0.8428 




-0.3426 


-0.9287 




-0.9279 


9.0140. 




9.0139. 


9.0345. 




9.0345. 


0.0102 




0.0102 


0.0006 




0.0006 


9.0038 




9.0037 


9.0339. 




9.0339. 


8.0140. 




8.0139. 


8.0345. 




'8.0345. 


7.0429 




7.0429 


7.1056 




7.1056 


0.9711. 




0.9710. 


0.9289. 




0.9289. 


-0.9488 




-0.9436 


-0.9369 




-0.9371 


- 460 




460 


- 457 




- 457 


-0.9898 




-0.9896 


-0.9826 




-0.9828 


+0.10086 


2 


+0.10084 


+0.10808 


2 


+ 0.10808 


-0.8889 




-0.8888 


-0.8745 




-0.8747 


+9.356 


22 


+ 9.354 


+8.490 


20 


+ 8.490 


+ 8.467 




+8.465 


+ 7.616 




+ 7.615 
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Blatt n 



t 




0.12 






0.13 




ft 


-0.895817 




-0.895816 


-0.887381 




-0.887834 




-0.986226 




-0.986225 


-0.978240 




—0.978243 


'' 1 + M 


1 


*' 1+^ 


+0.013774 




+0.013775 


+0.021760 




+0.021757 

1 


9^ 


-0.112588 




-0.112587 


-0.116804 




-0.116303 


^»«(''-i:j 


9.9940, 


4 




9.9904. 


5 


I 


'^{^^"■ii,) 


8.1891 


32 




8.3377 


20 


8.3376 


logft 


9.0515, 


89 




9.0656, 


87 




■•«(-.:,)■ 


9.9880 






9.9808 






logft* 


8.1080 






8.1812 






('■ - rf^)" 


0.9727 


23 




0.9568 


22 




«.» 


0.01268 


3 




0.01853 


8 




?.• 


0.9854 






0.9703 






logft» 


9.9986 

1 


5 




9.9869 


4 


1 

1 


logfc 


9.9968 






9.9934 






!<«(«. +i;,) 


6.2782 






6.6754 




1 


(ff I M* 


0.00019 
0.01268 


8 




0.00047 
0.01353 




' 






«.• 


0.01287 






0.01400 






loge.» 


8.1096 


84 




8.1461 


31 




logft 


9.0548 






9.0730 






9> 


-0.112588 






-0.116304 






»-«l 


5495 






5676 






«Jt 


-0.118088 




-0.118082 


-0.121980 




-0.1220 


Pl 


+0.9256 




+0.9256 


+0.9106 




+0.9107 


«.' 


+0.8075 




+0.8075 


+0.7886 




+0.7887 
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0.14 




0.15 



-0.879558 
-0.970467 

+0029588 
-0.119478 

9.9870. 

8.4705 
9.0768. 

9.9740 

8.1526 

0.9419 

0^1421 

0.9561 

9.9805 

9.9902 

6.9410 

0.00087 
0.01421 
0.01508 
8.1784 

9.0892 

-0.119478 
- 5831 
-0.125809 
+0.8983 
+0.7680 



15 
87 



22 

8 



29 



-0.879558 



-0.119479 



+0.8983 
+0.7680 



-0.871977 
-0.962886 

+0.087114 
-0.122174 

9.9886. 



8.5696 


11 


9.0870. 


85 


9.9672 




8.1740 




0.9272 


22 


0.01498 


8 


0.9421 




9.9741 


4 


9.9870 





7.1392 

0.00138 
0.01493 
0.01631 
8.2125 

9.1062 

-0.122174 
- 5963 
-0.128137 
+0.8741 
+0.7460 



26 



«-0.871977 



-0.122173 



-0.1281 
+0.8743 
+0.7462 
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Blatt n 



t 


0.12 


0.18 

1 


-?f 


+0.895817 






+0.687881 




i 


-^^l 


4859 




■ 


+ 4880 






-nq^ 


+0.98892 




+0.98892 


+ 0.98068 




+0.9306 


Pt 


- 1.8890 




-1.8894 


- 1.2744 




-1.2742 


?.' 


-0.4001 




-0.4005 
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-0.8486 
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log 9i' 


9.9904 
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logA 
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logf*(gx4.^^J 


7.1891 






7.8877 
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löget' 


7.1644 






7.2190 




7.2190 


logB 


9.9747 






0.1187 




0.1186 


Pt 


-1.8890 




- 1.8394 


- 1.2744 




-1.2742 


»'pl 


- 654 




- 654 


- 622 




- 622 


»Pi 


- 1.4044 




- 1.4048 


- 1.8866 




- 1.8364 


-il 


+ 1.0082 


2 


+ 1.0082 


+1.0236 


3 


+ 1.0286 


flA-il 


-0.8962 




-0.3966 


-0.3180 




-0.3128 


-B 


-0.9484 


22 


-0.9484 


-1.8141 


3 


-1.3188 


P\ 


-1.3896 




-1.8400 


-1.6271 




-1.6266 


logft 


9.0515, 






9.0656. 






log ei* 


9.9904 






9.9802 






logC 


9.061 U 






9.0854» 






log /i* ft 


8.0515. 






8.0656. 






log?«* 


7.1644 






7.2190 






log2> 


0.8871. 
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0.8466. 




■ 


-Pi 


-0.9256 






-0.9106 




-0.9107 


-ypi 


- 452 






- 444 




- 444 


-»Pi 


-0.9708 






-0.9550 




-0.9551 


- 


+0.1151 


2 




+0.1217 




+0.1217 


-npi- C 


-0.8557 






-0.8838 




-0.8884 


-Z> 


+ 7.711 


18 




+ 7.025 




+ 7.025 


A' 


+6.855 




+6.855 


+ 6.192 




+ 6.192 
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0.14 




0.15 





-0.879558 

- 4292 
-0.92248 
-1.2152 
-0.2927 

9.9870. 

9.9706 
0.0164, 

7.4705 

7.2676 
0.2029 

-1.2152 

- 594 
- 1.2746 
+ 1.0388 

- 0.2358 
- 1.5956 
-1.8814 

9.0763, 

9.9706 

9.1057, 

8.0763, 

7.2676 

0.8087, 

-0.8933 

- 436 

-0.9369 

+ 0.1275 

+ 0.8094 

+ 6.437 

+ 5.628 
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+ 5.628 
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Mechanisohe Quadratur. 



Das Integral (9) liefert eine ControUe, die zwar nicht voll- 
ständig ist, aber doch eine erhöhte Sicherheit in der Rechnung giebt 
Die Werthe der Constanten C — die gleich 3.950 sein soll — fbr 
die obigen Intervalle sind aus der folgenden Tabelle ersichüich. 



Controlle. 



t 


0.04 


0.05 


0.06 


0.07 


0.08 


0.09 


0.10 


0.1 1 


0.12 


0.13 


0.14 


0.15 


log ?l' 


9.8142 


9.8661 


9.8973 


9.9148 


9.9229 


9.9247 


9.9219 


9.9156 


9.9071 


9.8969 


9.8854 


9.8728 


log?/« 


9.6284 


9.7332 


9.7946 


9.8296 


9.8458 


9.8494 


9.8438 


9.8312 


9.8142 


9.7938 


9.7708 


9.7456 


log ft' 


0.0682 


0.0152 


9.9628 


9.9074 


9.8492 


9.7898 


9.7290 


9.6666 


9.6062 


9.5361 


9.4664 


9.3929 


logg/" 


0.1264 


0.0304 


9.9256 


9.8148 


9.6984 


9.5796 


9.4580 


9.3332 


9.2124 


9.0722 


8.9328 


8.7858 


qr 


0.4250 


0.540 


0.6231 


0.6755 


0.7012 


0.7069 


0.6979 


0.6779 


0.6519 


0.6220 


0.5899 


0.5567 


&'• 


1.8382 


1.073 


0.8425 


0.6528 


0.4993 


0.3798 


0.2871 


0.2154 


0.1631 


0.1181 


0.0857 


0.0611 


r« 


1.7682 


1.613 


1.4656 


1.3283 


1.2005 


1.0867 


0.9850 


0.8933 


0.8150 


0.7401 


0.6756 


0.6178 


logft 


0.0220 


0.0184 


0.0164 


0.0132 


0.0102 


0.0068 


0.0034 


0.0002 


9.9968 


9.9934 


9.9902 


9.9870 


, 2 
log — 

logei 


0.2790 


0.2816 


0.2846 


0.2878 


0.2908 


0.2942 


0.2976 


0.3008 


0.3042 


0.8076 


0.3108 


0.3140 


8.8688 


8.8931 


8.9185 


8.9438 


8.9685 


8.9918 


9.0143 


9.0352 


9.0548 


9.0730 


9.0892 


9.1062 


< 


0.4322 


0.40i9 


0.3825 


0.3572 


0.3325 


0.3092 


0.2867 


0.2658 


0.2462 


0.2280 


0.2118 


0.1948 


2 
9t 


1.901 


1.912 


1.926 


1.940 


1.953 


1.969 


1.984 


1.999 


2.015 


2.030 


2.045 


2.061 


2fi 
0% 


2.706 


2.558 


2.412 


2.276 


2.150 


2.038 


1.934 


1.844 


1.763 


1.690 


1.628 


1.566 


1.106 


1.093 


1.079 


1.063 


1.048 


1.032 


1.016 


1.001 


0.986 


0.970 


0.956 


0.942 


f*9i' 


0.001 


0.001 


0.001 


0.001 


0.001 


0.001 


0.001 


0.001 


0.001 


0.001 


0.001 


0.002 


2i2 


5.714 


5.564 


5.418 


5.280 


5.152 


5.040 


4.935 


4.845 


4.765 


4.691 


4.630 


4.571 


v^ 


1.763 


1.613 


1.466 


1.328 


1.200 


1.087 


0.985 


0.893 


0.815 


0.740 


0.676 


0.618 


C 


3.951 


3.951 


3.952 


3.952 


3.952 


3.953 


3.950 


3.952 


3.950 


3.951 


3.954 


3.953 



Die üebereinstimmung ist also eine befriedigende. 



NEUNTER ABSCHNITT 



PERIODISCHE LÖSUNGEN 



§ I. strenge Lösungen des Problems der drei Körper. 

Obgleich es bis jetzt nicht gelungen ist, die Integrale des 
Problems der Körper in ihrer Allgemeinheit kennen zu lernen^ 
sind indessen seit langer Zeit gewisse Confignrationen der drei 
Körper bekannt, fbr welche die Lösungen streng erhalten werden 
können. Diese Lösungen, welche von Lag&ange in einer seiner 
schönsten Abhandlungen gefunden wurden, scheinen beim ersten 
Blick nur Ton oberflächlichem Literesse zu sein.^ Verschiedene 
Untersuchungen haben indessen gezeigt, dass sie Ton der grössten 
Bedeutung filr das allgemeine Problem sind, und dass sie wahr- 
scheinlich in engem Zusammenhang mit den wesentlichen Singula- 
ritäten der Litegrale stehen. Diese LAosAKGE'schen Lösungen 
bilden den Ausgangspunkt einer Gattung periodischer Lösungen des 
Problems der drei Körper, und sie können selbst als die einfachsten 
periodischen Lösungen dieses Problems betrachtet werden. Es ist 
deswegen angemessen, diesen Abschnitt mit diesen strengen Lösungen 
des Problems der drei Körper einzuleiten. 

Bei der Ableitung der LAQBANOE'schen Lösungen werde ich der 
Ton LapIiACe in seiner „M^canique Celeste'' Tome IV gegebenen 
Methode folgen. Sie steht zwar der LAaRAKGE'schen Methode 
nach, insofern sie zum Theil auf geometrischen Betrachtungen be- 
ruht Gerade hierdurch giebt sie aber einen guten Eiinblick in die 
mechanischen Grundbedingungen dieser Lösungen, und wir werden 
später Gelegenheit haben, die singulären Punkte der LAGSANGB'schen 
Lösungen in analytischer Weise wiederzufinden. 

Laplage geht von der Bemerkung aus, dass man unter den 
folgenden^ Bedingungen offenbar zu einer strengen und einfachen 



^ Laorakok sagt selbst (Oeuvres VI, 2S0): „cette recherche n'est k la 
y^rit^ qne de pure coriosit^.'' 
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Periodisch/^ Lösungen, 



Lösimg des Problems der n Körper gelangen würde. Angenommen, 
dass die n Körper im Anfang in einer Ebene so geordnet seien, 
dass die Besultante der anf jede Masse wirkenden Kräfte dnrch 
den gemeinsamen Schwerpunkt — O — des ganzen Systemes geht; 
wenn weiter diese Besnltante, ihrer Ghrösse nach, dem Abstände 
von proportional ist, so ist klar, dass die Massen immer in 
derselben gegenseitigen Lage bleiben werden, wenn man dem ganzen 
System eine Rotation nm G giebt, yon solcher Ghrösse, dass die 
durch diese Sotation entstandene Centrifugalkraft gleich der be- 
trefiPenden Besultante werde. 

Aus einer geometrischen Betrachtung, die weiter unten aus- 
einandergesetzt wird, findet man, dass ein ähnlicher Gleichgewichts- 
zustand entsteht, wenn die Anfangsgeschwindigkeiten der Massen 
eine schiefe Bichtung im Verh&ltniss zu den Verbindungslinien mit 
dem Schwerpunkt haben, wenn sie nur sämmtlich denselben Winkel 
mit diesen Linien bilden, und der Grösse nach dem Abstand von 
G proportional sind. Die Configuration der Massen bleibt auch in 
diesem Falle dieselbe, nur die Dimensionen werden sich ändern. 

Es fragt sich, welche Anordnung der Massen hierfür erforder- 
lich ist. 

Wir nehmen an, dass es sich um drei Körper mit den Massen m, 
fn\ m" handelt Ihre rechtwinkligen Coordinaten in Bezug auf ein 
durch G gelegtes Coordinatensystem seien x, y; x\ j^; x\ y'\ Ihre 
Abstände von G bezeichnen wir mit r, / und /', und ihre gegen- 
seitigen Entfernungen mit «, / und s'\ so dass 



rtt 




s = Abstand yon m' und m". 



*' = 



*" = 



// 



» 



„ m „ m , 



„ „ m „ m 



nv 



Wir nehmen an, dass sich die 
Körper mit einer Kraft (p[s) anziehen, 
die eine Function der gegenseitigen 
Entfernung s ist Die Beschleunigungen der Massen m, m', m" 
parallel der X-Achse seien Z, T und X'% dann ist 



Fig. 2. 
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§ 1. Strenge Lösungen des Problems der drei Körper, 
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= m -^77-(^ — ar J+in — ^(* — * ), 



(1) 



X' = m''J!^{x"^:^)+m fp-(x -;r'), 



v(«0 



/ 9W 



r'=,n m(x -x")+m'-5!^(;r'-y'), 



nnd ähnliche Ausdrücke erh&lt man ftLr die Beschleunigungen T, F, 
T" parallel der 7-Achse. 

Wenn die Besnltante der anf m, m' und m" wirkenden Erftfte 
durch den Anfangspunkt der Coordinaten gehen soll; so ist 



(2) 



X ^ K X ^ Y ^ K y ^ 
Die Qrtese der Resultanten ist bez. 



und wenn sie den Abst&nden von proportional angenonunen 

werden, so muss 

(2*) K=K' = K'' 

sein. 

Die Gleichung (1) giebt 



(3) 



0»mx + m'x' + m"jif\ 



die übrigens aus der Eigenschaft des Schwerpunktes folgt 

Wenn man mittelst (3) af' aus der ersten Gleichung (1) eliminirt, 
so erhält man, unter Berücksichtigung von (2) 

. (4) -Z,-,(m'»^ + (m + m")»f>)+».'^(?P-^). 

Für die y-Coordinaten erhält man die ähnliche Gleichung 
(4*) -Ky^y[n.'f^ + ijn^m")^)^my[^-^y 
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Aus diesen Gleichungen folgt, dass 

(5) ar:jr'=y:y', 
wenn nicht 

(6) ^-^ = 0, 
also auch 

^ ^^ (6*) m'ip+(m + m'^^^0 -^ - ^ ! ' 

ist, welche Gleichungen gleichzeitig bestehen. 

Wir wollen zuerst den Fall betrachten, dass die Belation (6) 
stattfindet Sie ist befriedigt, wenn 



/ « *", 



woraus nach (4) 

(7) -K=^(m + m+fn")^. 

Die übrigen Gleichungen (1) geben den nämlichen Werth f&r 
K unter Voraussetzung, dass 

(8) « = *' « «". 

Die Verbindungslinien zwischen den drei Massen bilden also 
ein gleichseitiges Dreieck. 

Die Beschleunigungen der drei Massen sind 

Kr, Kr\ Kr", 

wo K durch (7) gegeben ist 

Zwischen den Seiten «, 8\ s" eines Dreiecks und den Ab- 
ständen r, r\ r" Yom Schwerpunkt bestehen die Relationen 



(9) 



(,„ + ,„' + my r« = - m' m^s^ + [rn + m") {m"s'^ + m' $"% 
[m + m' + myr^ =-m"iit /» +[m" + m )(m *"* + m'V ), 



die aus den Eigenschaften des Schwerpunktes leicht abgeleitet werden. 
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Wenn 

80 ist also 
(10) 



S =a 



* = *' = /' 






und nach (7) wird der Aasdrack fbr die Beschleunigong der Masse m 



rK^^^vi^->r m' m" + m''*(p 



m + m' -^ m: 



ff 



Vm'« ■^m'm'' + m"« 



■1 



In dem in der Natur vorkommenden Fall hat man 



und also 

(11) 



rK = - 



9i 


') = 


1 








(»»'» 


+ w' 


...ff 


+ 


rn"tfU 



(m ■\- m' ■\- m'y r 



Die Bewegung geht also so vor sich, als ob jede Masse von 
dem Schwerpunkt mit einer Kraft angezogen würde, die dem 
Quadrate des Abstandes vom Schwerpunkte umgekehrt proportional 
wäre. Jede Masse beschreibt also einen Kegelschnitt, dessen 
Brennpunkt im Schwerpunkte liegt Die Abstände zwischen den 
drei Massen bilden immer ein gleichseitiges Dreieck, und wenn die 
Kegelschnitte Parabeln oder Hyperbeln sind, so können die Abstände 
ins Unendliche wachsen. 

Diese ist die erste der von Lagbangb gefundenen strengen 
Lösungen des Problems der drei Körper. 

Wenn nicht « = #' = s", so ist nach (5) 

so dass 191 und m' auf einer durch den Schwerpunkt gehenden 
Geraden liegen« Die drei Massen liegen dann axf einer geraden Linie. 
Ihre Lagen können aber nicht beliebig auf dieser Linie ge- 
wählt werden. Wenn der Abstand zwischen zwei der Massen be- 
stimmt ist, dann kann die Lage der dritten Masse nicht willkürlich 
gewählt werden. 
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Pmodiscke Lösungen. 



Wir nehmen an, dass die Körper in der Reihenfolge m, m\ m' 
auf der geraden Linie liegen. Setzen wir 



— ^* 



jt 



X = — rx 



so ist V noihwendigerweise eine positive Zahl, wogegen p, positiv 
oder negativ ist Wir erhalten weiter 

s =(ir-^)r, 
^=(1 +i.)r, 

Werden diese Werthe in (1) eingesetzt, so bekommt man 



(12) 



Z«- 



— jttjf = — 



«'^(l+M)-m"-^(l+«'), 



,„"J?^(^_^)+„?P(1+^), 



-vK^ m -^^ (1 +») + »,' -?^ (»- ^) , 

O 9 



Die Relation (8) lautet 



(18) 



Ist 



so hat man 



(14) 



iC = 






m -^ m pL '-^ m" V = Q , 

9)(*) = ^, 

m (1 + jti)»f"-^ — m"(l + v)«r*-i, 
m"(v — ju)"i*-i + m (1 +jw)«f»-S 
m (1 + v)»»r»-i + m' (v — ju)"**-^ 



Wird die erste dieser Gleichungen mit (a^ + ^) multiplicirt, und 
addirt man die Gleichungen, erhält man, nachdem durch r"~^ 
dividirt worden ist, unter Berücksichtigung von (18) 



(15) = (m' - m")[- v[\ + iiY + /[a(1 + v)" + («^ - lif\^ 
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Es ist also entweder 

(18) m'-m" = 0, 

oder 

(17) = - fr(l + plY + ^(1 + vY + (f - f*)", 

▼on welchen Gleichungen indessen nor (17) eine unabhängige 
Lösung giebt 

Wir setzen mit Laplaoe 

•r-^ = (l +p)z, 

so dass 

l+i. = (l+^)(l+r), 

und nach (18) 

1 j_ — fw + m' + m" - _ (m + w' + m^QQ-f ») 

■^^"" m' + *»"(!+*)' "^^ m' + m"(l+») 

Wird ausserdem angenommen, dass die Anziehung der Massen 
nach dem Gesetz von Newton geschieht, so dass n = ^ 2 ist, so 
bekommt man für z die folgende Gleichung 

(18) 0=-iiiz»[(l+z)»-l] + iii'(l+z)»(l-;r») + m"[(l+r)»-z»], 

eine Gleichung fOnften Grades , die wenigstens eine reelle und 
positive Wurzel besitzt^ Dieser Wurzel entspricht immer ein 
positiver Werth von Vj da nämlich 

_ m -¥ {m + fwO % 
^ "" m' + iw" (1 + *) 

ist, wogegen fu negativ ausfallen kann, weil 

_^ m — m" % 
^ "" m' + m" (1 + *) 

ist^ und also ein negativer Werth für /a einem positiven Werth ftlr 
z entsprechen kann. 



^ Ich werde unten zeigen, dass diese Gleichung eine einzige reelle 
Wurzel besitzt 
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Wird ju negatir, so liegt der Schwerpunkt zwiaclieii m' und m\ 

Wir haben also den folgenden Satz gefunden: 

Drei Körper mit willkürlichen Massen — m^ ml und wi" — 
seien gegeben. Die Massen m und w!' werden in einen beliebigen 
Abstand von einander gebracht. Dann giebt es auf der geraden 
Linie zwischen m und m" immer eine bestimmte Lage f&r m', die 
einer strengen Lösung des Problems der drei Körper entspricht 
Sind die Massen yon yerschiedener Grösse, so hat man also immer 
drei yerschiedene Configurationen, die einer strengen Lösung ent- 
sprechen, je nachdem man die grösste, oder die kleinste oder die 
dritte Masse in die Mitte legt 

Die Ton den drei Massen beschriebenen Bahnen werden auch 
in diesem Falle Kegelschnitte, welche im Schwerpunkt ihren Brenn- 
punkt haben. 

Wir werden in den folgenden Paragraphen Gelegenheit haben, 
diese Lösungen näher zu untersuchen. 

Es wurde zu Anfang dieses Paragraphen nach Laplaoe behauptet, 
dass es für die Entstehung einer strengen Lösung nicht nothwendig 
ist, dass der ursprüngliche Stoss senkrecht zur Verbindungslinie 

zwischen der Masse und dem Schwerpunkt 
stattfände, sondern dass es hinreichend 
ist, dass die Anfangsgeschwindigkeiten 
der verschiedenen Massen denselben Winkel 
mit dieser Linie bilden, wenn nur die 
Grösse dieser Anfangsgeschwindigkeiten 
dem Abstände vom Schwerpunkte propor- 
tional ist Da die Richtigkeit dieser Be- 
hauptung nicht unmittelbar einleuchtet, so 
werde ich den Beweis ausführen. 

Es seien A und B die ursprünglichen 
Lagen zweier Massen, der gemeinsame 
Schwerpunkt des ganzen Systems. Es wird 
angenommen: 

1) dass die Grössen der Resultanten der auf A und B 
wirkenden Kräfte sich wie die Abstände AGiBG verhalten; 




Fig. 3. 
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2] dass die Anfangsgeschwindigkeiten AÄ und BS in dem- 
selben Verhältnisse [AGiBG) zu einander stehen; und 

3) dass der Winkel Ä'AG gleich dem Winkel SBG isL 
Nach einem Zeitmoment nehmen die Körper A und B die 
Lage A' und B' ein. Wir finden, dass die beiden Dreiecke ABG 
und ABG einander ähnlich sind. Es ist in der That nach der 
Annahme 

( A A\AG^BB'.BG, 

(a) 

l t\A AG^ i\B BG. 

Die beiden Dreiecke A AG und B BG sind also ähnlich und 
folglich ist: 

AG'.BG = AGiBG, 
f\AGA^ i\BGB , 



(b) 



1 



folglich ist auch 



/\AGB^ /\AGB, 



und unter Berücksichtigung yon (b) finden wir also, dass die Drei- 
ecke ABG und ABG einander ähnlich sind. Hieraus folgt aber, 
dass die Yon den Massen gebildete Configuration nach einem Zeit- 
moment der ursprünglichen Configuration ähnlich ist Nur der 
Massstab hat sich geändert 

In dem zweiten Zeitmoment spielen die wirkenden Kräfte mit 
ein; da indessen die Grössen der Resultanten in dem Verhältnisse 
AG'.BG zu einander stehen, so werden die Voraussetzungen 2) 
und 8) noch Gültigkeit behalten und das von den Massen gebildete 
Polygon wird immer sich selbst ähnlich bleiben. W. z. b. w. 

Es lässt sich beweisen, dass die Gleichung (18) von Lagbakge 
eine einzige reeüe — und zwar positive — Wurzel besitzt 

Zu dem Zweck ordnen wir die Glieder nach fallenden Potenzen 
von z. Die Gleichung lautet dann 



(18*) 



0= (m + »i')z» + (3fii +2»i')«* + (3ot +Jn')^'- 



- (m' + Zm")z* - (2m' + 3m") z - ( m' + m"). 

COABUBB, lleebanik daa Himm«i. q, 7 
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Diese Qleichiuig enthält einen einzigen Zeichenwechsel und 
yier Zeichenfolgen und nach dem Theorem von Desoabteb hat die 
Gleichung also höchstens eine positive Wurzel und höchstens yier 
negative Wurzeln. Sie kann aber keine negative Wurzel besitzen. 
Wird nämlich in (18) r gegen — u vertauscht, so lautet die Gleichung 

18**) 0=mu«[l-(l-tt)»] + m'(l-tt)«(l+tt») + m"[l-i«)5+tt»], 

und die Coefficienten von m, m' und m" rechter Seite dieser 
Gleichung sind immer positiv f&r positive t£-Werthe. 

Die Gleichung (18) hat also eine einzige, und zwar positive 
WurzeL 

Es existirt also, wenn die Reihenfolge der drei Massen auf 
einer^geraden Linie gegeben ist, und man für den Abstand zwischen 
den äussersten Massen einen bestimmten Werth gewählt hat, eine 
einzige Lage fiir den mittleren Körper, die einer strengen Lagbange - 
sehen Lösung des Problems der drei Körper entspricht Wird die 
Reihenfolge der Massen geändert» erhält man drei, im Allgemeinen 
verschiedene, Lösungen. 

Diejenigen Punkte, in denen eine LAGBANGB'sche strenge 
Lösung des Problems der drei Körper vorkommt, wollen wir mit 
GyIiD£n Librationscentra nennen. 

Für die Anwendung dieser Sätze auf das Planetensystem sind 
besonders diejenigen Fälle von Interesse, in denen eine Masse die 
übrigen an Grösse bedeutend übertrifft Wir wollen die Lage der 
Librationscentra in diesem Falle untersuchen. 

Wir nehmen an, dass die drei Massen immer in der Reihen- 
folge nt, m', m" liegen. Es können nun zwei Fälle vorkommen: 

1) entweder, dass die grosse Masse die äusserste ist; oder 

2) dass sie in der Mitte zwischen den beiden kleinen 
Massen liegt 

Ln ersteren Falle können wir m sehr gross, m' und m" klein 
annehmen. Aus (18"^) geht unmittelbar hervor, dass die Gleichung 
eine kleine positive Wurzel besitzt, deren Werth genähert durdi 
die Formel 
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tn 



^ö) ^ = l/^ 



gegeben wird. Hieraus folgt, dass die Massen m und m" genähert 
die folgenden AbsULnde vom Schwerpunkte haben 





r' - •" r 




m' + m" 




""-«' :«."(» +^)'-' 


so dass 




(20) 


r" r'-r'l7'"'+'"", 



oder mit demselben Grad von Annäherung 



tn 



(20*) r" - r' = r"|/^^ 

Die librationscentra f&r m' und m" liegen also einander 
sehr nahe. 

Nehmen wir zweitens an, dass die grosse Masse in der Mitte 
liegt, so dass m' gross ist^ so hat (18) eine Wurzel, welche der 
Einheit nahe ist Setzen wir 

z=l +y 

in (18) ein und entwickeln nach Potenzen von y, so lautet diese 
Gleichung: 

= - m (1 + 2y + y«) (7 + 12y + 6y* + y») + 
- m' (4 + 4y + y») (3y + 3y« + y^ + 
+ m"(7+9y + 3y2), 

und wenn man in Betracht zieht, dass m' sehr gross ist im Ver- 
hältniss zu m und m'\ so findet man, dass diese Gleichung eine 

7* 
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Wurzel hat, die sehr klein ist, und deren Werth genähert durch 
den Ausdruck 

(21) y=-'-^^ 

gegeben ist 

Die hieraus sich ergebenden Werthe für /t* und v sind 



iL 


= 


m — 


m" 


} 






r 


w' 




V 


= 


1 + 


17 

12 


m 




> 



and die Abstände zwischen den drei Massen: 



/, , 6 m-m"\ 



Wir können immer annehmen, dass 

m > m", 

wenn die beiden Massen nicht gerade gleich gross sind, in welchem 
Falle sich die beiden Massen, wenn sie in den Librationscentren 
liegen, sich in gleichem Abstände von m' befinden. In den 
obigen Formeln bedeutet r den Abstand des Schwerpunktes von nu 
Der Abstand der grösseren Masse von w! ist gleich /', und für 
den Abstand — s — der kleineren Masse von m' bekommen wir 
den Werth 

(22) ' = (1-^^^)'"- 

Von besonderem Interesse ist der Fall, dass die eine von den 
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kleinen Massen verschwindend klein ist, so dass man sie ohne merk- 
baren Fehler gleich Null setzen kann. Wir wollen die sehr grosse 
Masse mit M und die kleinere, aber endliche Masse mit m be- 
zeichnen. Weiter bedeute a den Abstand zwischen M und m, 
und b den Abstand zwischen M und der unendlich kleinen Masse. 
Aus (20), (20*) und (22) erhalten wir dann die folgenden Werthe 
für b: 



(28) 



*3 = ^(^-i^)' 



Die drei durch diese Formeln bestimmten Librationscentra 
werde ich mit L^, L^ und L^ bezeichnen. Ihre Lagen sind aus 
der nachstehenden Figur ersichtlich: 

Lage der Librationscentra. 

^ r ^- ^ 5^ 

Fig. 4. 

Wenn man nur die Anziehung der Sonne und eines Planeten 
in Betracht zieht, so gehören also zu jedem Planeten im Sonnen- 
system drei Librationscentra, welche die Eigenschaft besitzen, dass 
ein kleines Partikelchen — z. B. ein Meteor — , das sich in einem 
dieser Librationscentra befände und eine passende Anfangs- 
geschwindigkeit besässe, durch die Anziehung der Sonne und des 
betreffenden Planeten für immer eine Ellipse um die Sonne be- 
schreiben wtürde, und zwar so, dass dies Partikelchen immer auf 
der durch die Sonne und den Planeten gehenden Geraden bleiben 
würde. 

In unserem Planetensystem haben die Librationscentra der 
yerschiedenen Planeten folgende Lage: 
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Librationscenira im Planetensystem. 



Abstiiide Ton der Sonne. 



Mercor 


0.9966 


1.0034 




-0.00000007 


Veniu 


0.9907 


1.0093 




-0.00000143 


Erde 


0.9899 


1.0101 




-0.00000178 


Mm 


0.9952 


1.0048 




-0.00000019 


Jupiter 


0.9332 


1.0698 




-0.000557 


Satam 


0.9550 


1.0464 




-0.000167 


UranuB 


0.9758 


1.0246 




-0.000026 


Neptun 


0.9743 


1.0261 




-0.000030 



Die Abstände sind im mittleren Abstand des Hanptplaneten 
von der Sonne als Einheit ausgedrückt 

Die Librationscentra L^ und L^ liegen bei allen Planeten — 
vom Planeten aus gerechnet — ausserhalb der bekannten Satelliten 
des Planeten. Bei der Erde liegen L^ und L^ auf ungefähr dem 
vierfachen Abstände des Erdmondes von der Erde. Wir werden im 
einem folgenden Paragraphen finden, dass die Lage der Librations- 
centra in engem Zusammenhang mit der Stabilität der Bewegung steht 



§ 2. Periodische LSsungen in der Nähe der Librationeceirtra. 



Die allgemeinen Integrale des Problems der drei Körper mit 
der genügenden Zahl willkürlicher Constanten sind zwar bis jetzt 
nicht bekannt^ dagegen hat man verschiedene partikuläre Litegrale 
gefunden, welche eine geringere Zahl willkürlicher Constanten ent^ 
halten. Unter diesen haben die periodischen Integrale in der 
letzten Zeit eine grosse Rolle gespielt, und mit ihrer Hilfe hat das 
Studium des Drei-Eörperproblems in neue Bahnen eingelenkt, die 
Vieles vom grössten theoretischen Interesse ergeben haben. Die 
Untersuchungen dieser Bahnen sind schon so weit entwickelt worden, 
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dass sich auch f&r die numerischen Berechnungen der Bahnen der 
Himmelskörper neue Horizonte geöffiiet haben. 

Die periodischen Lösungen wurden in die Astronomie von 
G. W. HHiii eingefbhrt in einer schönen Reihe von Abhandlungen, 
die im ersten Band (1878) des ^^American Journal of Mathematics^ 
yeröffentlicht ¥nirden.^ Man findet in diesen Aufsätzen den ersten 
Ursprung vieler der wichtigsten Untersuchungen in der Astronomie 
in den letzten Jahrzehnten. Wir werden im Folgenden öfters Ge- 
legenheit haben, auf diese grundlegende Arbeit von Hnii zurück- 
zukommen. 

Die allgemeine Theorie der periodischen Lösungen ist später 
von VomoASk, unter Anwendung der gewaltigen mathematischen 
Hilfsmittel, die ihm zu Gebote stehen, ent?äckelt worden, zuerst in 
seiner Stockholmer Preisschrift Yom Jahre 1889: „Sur le probleme 
des trois corps et les 6quations de la dynamique^, und dann aus- 
fiihrlich in seinem classischen Werke „Les M^thodes nouvelles de 
la m^canique c^leste'^ 

Die periodischen Bahnen sind dadurch charakterisirt, dass die 
Körper nach einer gewissen Zeit zu einer einmal eingenommenen 
Configuration wiederkehren. Es ist angemessen, sie in zwei Classen 
zu theilen. In der ersten Classe bleiben die Veränderungen der von 
den Körpern eingenommenen Configuration immer unendlich klein, 
in der zweiten sind sie endlich. Die periodischen Bahnen der zweiten 
Classe können im Allgemeinen durch jeden beliebigen Punkt der 
Ebene oder eines continuirlichen Gebietes der Ebene gelegt werden 
Die periodischen Bahnen der ersten Classe können dagegen nur bei 
ganz bestimmten Configurationen der Körper auftreten. 

Die Bahnen der letzteren (ersten) Classe sind leichter analy- 
lytisch au£susuchen und zu behandeln. Wir werden deswegen die 
Untersuchung über die periodischen Bahnen mit dieser Classe 
einleiten. 

Ich werde mich dabei auf einen besonderen Specialfall des 
Problems der drei Körper beschranken, denjenigen nämlich, in 



' G. W. HniL, Researches in the lunar theoiy. (Gommimicated to the 
National Academy of Sciences at the seoiion of April, 1877). 
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welchem eine von den drei Massen verschwindend klein ist nnd 
ausserdem die beiden endlichen Massen sich in einem Kreis nm 
den gemeinsamen Schwerpunkt bewegen. Die Bewegung dieser 
beiden Körper, die von dem anendlich kleinen Körper nicht beein- 
flnsst wird, moss dann mit gleichförmiger G^eschwindigkeit vor 
sich gehen. 

Dieser Fall, den wir mit dem Namen y,das asteroidisehe Brei- 
Körperproblem'^ bezeichnen wollen,^ hat Ar die Astronomie grosse 
Bedentang, da die Theorie der kleinen Planeten, deren VoUendang 
immer noch das dringendste Bedürfiuss der praktischen Astronomie 
ist, wesentlich anf der Lösung dieses Problems beruht 

Die beiden endlichen Körper bezeichnen wir mit m^ und m,, 
den unendlich kleinen Körper — den Asteroiden (Planetoiden) 
— mit P. Die Masse von m^ nehmen wir als Elinheit der Massen an, 
m, hat die Masse fu Wir nehmen an, dass wir unsere Wahl so 
getroffen haben, dass fi ein echter Bruch, oder gleich der Elinheit ist 

Es seien r^ und r, die Abstände der Körper iRj und m, vom 
gemeinsamen Schwerpunkt G, und wir nehmen den Abstand zwischen 
ffij und füg als Einheit für die Längen an. Wir haben also 



r ri+ r, = l, 

l rj — fir^ = 0. 



Die Eiinheit fiir die Zeit wird so gewählt, dass die GraTitations- 
constante gleich Elins ist Die Zeit T eines Umlaufes von m^ und 
m, um G ist 

(2) r = 



vr+^ 



und die Winkelgeschwindigkeit n dieser Bewegung ist also 
(2*) n = ^l+^. 



' Er wird von den Franzosen bisweilen mit dem Nsmen ,Jje Probleme 
restareint^' bezeichnet 
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Wir nehmen endlich an^ dass der Asteroid sich in der durch 
die Bewegung von m^ und m, bestimmten Ebene bewegt 

Als An£EUigspunkt der C!oordinaten wird der Schwerpunkt O 
gewählt Die Coordinaten x und y von P werden auf ein recht- 
winkliges Goordinatensystem bezogen , das sich mit gleichförmiger 
Geschwindigkeit n dreht; die X-Achse ist gegen m^ gerichtet, und 
die positiTe T-Achse bildet mit ihr einen Winkel von 90® in der 
Richtung der Bewegung. 

In I § 7 (21) haben wir für die Bewegung von P die folgenden 
Differentialgleichungen abgeleitet: 



(8) 



wo 



d<» ■*" dt " '-J^' 
-Ü'+^^TT-" !f = -dy' 



«^=777-^.^-.+ 



V(x - n? + y« V(x + r,)« + y« 

ist; wenn wir die Abstände zwischen m and m, und m, mit q^ 
and (>, bezeichnen, so dass 



(4) 



I 






ist, so hat man 



(3*) j^=JL + A. 

9i 0% 



Diese Gleichungen können in einer etwas bequemeren Form 
geschrieben werden. Man hat nämlich unter Berücksichtigung yon (1) 

und also ist 
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Setzen wir 
(6) 2fl = (»,« + A+^(p,«+A), 

80 können die Di£ferentialgleichnngen also in folgender^ von Dabwin 
zuerst gegebenen Form geschrieben werden. 



(6) 



<Px _2n'^^ 



d<« 



dt 



di* ^ dt 



dx ' 

'dy' 



(7) 



Diese Gleichungen besitzen das sogen. jACosf sehe Integral 

'"-(w)"+(4!T-2«-<'. 



WO C die jAooBi'sche Cüonstante genannt wird. 

Nach I § 8 (10) erhält man die Differentialgleichungen in 
canonischer Form, wenn man setzt: 



9i =*> 



73==y» 



dx dy , 



in welchem FaHe 



(8) 



dt 

dq^ 
dt 



dH 
Bpt ' 

dlf 



dt 

dPi 
dt 



dH 

dH 
dg, ' 



Wir haben im yorigen Abschnitte diese canonischen Diffe- 
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rentialgleichungen der namerischen Berechnung einer Bahn mittelst 
mechanischer Quadratur zu Grunde gelegt 

Wir werden uns hier der Form (6) für die Differentialglei- 
chungen bedienen. 

Wenn ar = a, y ^b die Coordinaten eines beliebigen Punktes 
sind, der nicht mit m^ oder m, zusammenftllt^ so ist aus der Form 
für Si unmittelbar ersichtlich , dass die Function Sl — und eben- 
falls alle ihre Ableitungen nach x und y — nach positiTcn 
Potenzen von x — a und y — 6 entwickelt werden kann. Wenn 
JT — a und y --b hinreichend klein sind, so werden die Glieder 
der niedrigsten Ordnung in diesen Entwickelungen grösser sein als 
die Summe der übrigen Glieder in diesen Beihen. 

Wir werden nun diejenigen Punkte aufsuchen, die so be- 
schaffen sind, dass, wenn man sich ihnen hinreichend nfihert, perio- 
dische Lösungen der Differentialgleichungen (6) existiren, so dass 
die unendlich kleine Masse P f&r immer in der Nähe dieser Punkte 
bleiben kann, indem sie sich in Bahnen bewegt, die in sich selbst 
zurückkehren. 

Es sei (a, b) ein solcher Punkt, und man setze 

^ = « + ^, 

y = * + «?. 
Wir haben dann 



(9) 



dt* ^^ dt da ^^ da* ^^dadb^'" 
^•? j-9« ^^ -^^a.Jfc ^"-^ j.« ^"-^ -L 



Die zweiten und höheren Potenzen von | und tj in diesen Ent- 
wickelungen können yemachlässigt werden, wenn wir uns darauf 
beschränken, solche periodische Bahnen au&usuchen, die in der 
unmittelbaren Umgebung des Punktes (a, b) liegen. 

Die Curven in endlicher Ebitfemung von (a, b) gehören der 
zweiten dasse periodischer Bahnformen an. 

Wenn wir also in (9) nur die ersten Potenzen von | und tj 
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beibehalten! so ist klar, dass, damit | und 17 klein bleiben^ die 
folgenden Kelationen stattfinden messen: 



(10) 



öÄ ^Q^öÄ 



da 



db 



Durch diese Gleichungen ist die Lage des Punktes (a, i) be- 
stimmt 

Die Lösung dieser Gleichungen kann sehr einfach in folgender 
Weise erhalten werden. Es ist 

e,' = (« + r3)* + *», 



und also 



SSI dSi 

da "" ö^, 


a — Ti d il 
9i ^9t 


a-\-r^ 
9t 


dSl dSl 

db ~~ d(fi 


b dSl 

9i ^9t 


b 
9% 



= 



= -,7= = 



Diese Gleichungen fordern, dass entweder 



(11) 



dSl ^ dS^ 

ö^i "" oft 



= 



ist, oder dass man hat 



(12) 



= 



b_ 
9i 



et 
es 



eiei 



(ri+r,)=- 



eie» 



Die Gleichungen (11) können in folgender Form geschrieben 
werden: 



oder 

(18) 



1 A ^ 



Pl = P2 = 1 



Dieser Punkt [a, b) liegt in der Ecke eines glpichseitigen 
Dreiecks, dessen eine Seite gleich m^ m, ist 
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' BiS gibt ofTenbar zwei solche Punkte, die ich mit (a^, b^) und 
{a^, b^ bezeichnen will, so dass 



. r, — r, 1 1—1* 

a . = o, = -^ = • 

4 « 2 2 1 +/U 



^=-*5=|yä 



2 



Der Punkt (a^, ij liegt also in der Richtung der positiven 
J-Achse^ {a^f 65) in der Richtung der negativen. 

Für die Punkte, welche der Lösung (12) entsprechen, muss 
2 = sein; sie liegen also auf der X-Achse. Der Werth von a 
für diese Punkte ist durch die Gleichung 

bestimmt. 

Bei der Berechnung der Wurzeln dieser Gleichung sind drei 
fUle zu unterscheiden: 

1) ~ rj < fl < Tj , 

2) ö<-r,, 

3) r^<a. 

Diesen drei Fftllen entsprechend hat man: 

1) a-ri=-(>j, a + rj= + pj, 

2) a - Tj = - (>j , « + '•2 = - (^2 » 
8) a - Tj = + (>, , a + r j = + p, . 

Die Gleichung (14) nimmt die folgenden Formen an: 
-. dSl dSl f. - 



öei 


öe. 


di2 


Öi2 


de, 


d/2 


, dSl 


d^i 


■*äe. 



3) -s^«- + -ä:r = , (,, = p,-l. 
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In allen Fallen bekommt man eine Gleichung fiinften Grades 
zur Bestimmung von q^ oder q^. Diese Gleichungen lauten: 

(1) (l+^)p^»-(3 + 2|u)p3*+(3+ fJL)o^'-fi9^'+2fAQ^-fjL=^0, 
(15) {2) (l+f,)g^^+{3+2(,)(f,'+{3+ f^)9^-fiQ,*-2fjiQ,-fjL^0, 
3) (l+M)('/+(2+3/i)ei*+(l+3iu)(>i»- ej»-2 Pi-1=0. 

Eine jede dieser Gleichungen hat eine reelle positive Wurzel 
die übrigen vier Wurzeln sind imaginär. 

Für sehr kleine Werthe von /jl haben diese Wurzeln die 
folgenden Grenzwerthe: 

1) e, = ]/i- 



2) P. = V^' 



3) (», = 1-tV^ 



12 



Genauere Werthe geben die Gleichungen: 

') ^. = ÜT- i (;■)"■■ 

^ ^. - (!)■'•+ T (ff. 

Wenn man die obigen Gleichungen fünften Grades mit der 
Gleichung (18*) in § 1 vergleicht, so ergiebt sich leicht, dass die 
Punkte, in deren Nähe periodische Bahnen vorkommen können, mit 
denjenigen Punkten zusammenfallen, in denen sich P befinden würde, 
wenn nach Lagbange eine strenge Lösung des Problems der drei 
Körper existirt. 

Ausserdem können periodische Bahnen in der unmittelbaren 
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Nähe der Massen m^ und m, vorkommen. Wir werden diese 
Bahnen in einem der folgenden Paragraphen näher untersuchen. 

Ich stelle hier die genäherten Werthe der Coordinaten der fünf 
Librationscentra zusammen und bemerke, dass man bei grösseren 
Werihen von (i zu den Gleichungen (15) zurückkehren muss. 

r 11-^ A V^ 



§ 3. Die Hia'sche Grenzcurve. 

Bevor wir zur näheren Betrachtung der periodischen Bahnen 
in der N&he der Librationscentra übei^hen, ist es angemessen, 
eine ans dem JACOBfachen Integral § 2 (7) herfliessende Eigenschaft 
der Bahncurren n&her zn stodiren. 

Das jACOBfsche Integral lautete: 

Es wurde von Hill in seiner classischen Arbeit hervorgehoben, 
dass die Curve 

(2) 2ß-.C=0 

eine wichtige Rolle f&r die Bewegung spielt. 

Es folgt nämlich aus (l), dass die Coordinaten des Körpers in 
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jedem Zeitmoment nothwendigerweise solche Werthe haben müs- 
sen, dass 

2fl-C>0 
ist 

Die reelle Ebene wird somit durch die Curve (2) in zwei Ge- 
biete getrennt; und eine Bewegung des Körpers P ist nur in einem 
dieser Gebiete möglicL Wenn die Curve aus einem Zweige oder 
aus mehreren geschlossenen Zweigen besteht, innerhalb welcher 
2 fi — C positiv ist, so muss P bei seiner Bewegung immer in 
diesen geschlossenen Gebieten der Ebene bleiben. 

Wir wollen die Curve (2) mit dem Namen ,,Grenzcurve^ oder 
„HiLL'sche Grenzcurve'' bezeichnen. 

Im zehnten Abschnitt werde ich die Bedeutung dieser Grenz- 
curve f&r gewisse Stabilitätsfiragen näher betrachten. In diesem 
Abschnitt werden wir die Form der Grenzcurve für das aste- 
roidische Drei-Eörpeiproblem stndiren. 

Für jedes fi ist die Curve nur vom Werthe des Parameters C 
abhängig. Dieser Parameter kann aber nicht beliebige Werthe 
haben, wenn die Curve reell sein solL Ist C negativ, so kann offenbar 
2 fi — (7 nie gleich Null sein. Die Constante C hat also einen ge- 
wissen positiven Minimalwerth. Ist C kleiner als dieser Werth, 
ezistirt also keine Grenzcurve, und der Körper m kann, so weit es 
auf das jAOOBi'sche Integral ankommt, eine beliebige Lage in der 
Ebene einnehmen. 

Wir wollen diesen Minimalwerth aufsuchen. Für ihn müssen 
die Gleichungen 



^9i oft 



= 



erfUlt sein, und aus dem vorigen Paragraphen wissen wir, dass 
dies in .den Librationscentren L^ und L^ stattfindet Der ent- 
sprechende Werth von C wird aus (2) erhalten, indem man 

Pi = Pi = 1 
setzt, und also ist 

(8) Cilinimum = 3 (1 + /[*) . 
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Wenn C diesen Minimalwerth hat, so reducirt sich die Grenz- 
corve auf die beiden Punkte L^ und £^. 

Die Discussion der Form der Örenzcurve für yerschiedene 
Werthe von C l&sst sich in folgender Weise leicht ausführen. 

Ftlr sehr grosse Werthe Yon C l&sst sich die Gleichung 
2fl-C, oder 

offenbar auf drei Tcrschiedene Weisen erftülen. Eb-stens wenn q^ 
sehr kleine Werthe annimmt, zweitens wenn q^ sehr klein wird, 
und drittens wenn die Summe 

sehr gross wird. Ftlr sehr grosse Werthe von C besteht also die 
Grenzcurre aus drei verschiedenen Zweigen, einem — a — sehr 
kleinen, der die Masse nij umschliesst, einem — ß — auch sehr 
kleinen um die Masse m^ und einem — y — sehr grossen, der 
die beiden Massen umschliesst 

Die Gleichungen dieser Zweige in bipolaren Goordinaten sind 
genähert 

Für«: - = C, 

„ ß, m|- = c, 



Die Zweige a und ß sind also genähert Kreise. Der Radius 
des Kreises a ist grösser als der Radius von ß. Ist fi = 1 , so 
sind die beiden Kreise gleich gross. Die dritte Gurre ist eine 
Art Orali 

Wenn C an Grösse abnimmt, so wachsen die Radien der 
beiden Kreise, und das Oval zieht sich zu gleicher Zeit zusammen. 
Für einen bestimmten Werth Yon C, den wir C^ nennen wollen, 

CiUBLDBi Meehmik des Htmnwlii. IL 8 
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fliessen die beiden Kreise zusammen, und die Grenzcurve nimmt 
eine Lemniscaten-ähnliche Form an. (Vgl Fig. 5.) 

Die Gurve hat hier einen Doppelpunkt, dessen ^-Coordinate 
gleich Null ist und dessen x-Goordinate die Gleichung 

(5) ^ - = 

befriedigt. Diese Gleichung hat folgende Form: 

(6) ^^:ili+ö/?±r«=:0. 

Da hier 

x - r, = - (>i , X + r, = + (>2 

ist, so dass die Gleichung lautet: 

so fallt der Doppelpunkt mit dem Librojtionspunkt L^ zusammen. 

Wird C kleiner als (7^, geht die Lemniscate in eine Stunden- 
glas-ähnliche Gurve über, welche bei einem Werth C, ftbr (7 mit 
dem äusseren Ovale zusammenfliesst Dieser Punkt liegt auf der 
X-Achse jenseits der kleineren Masse, so dass 

(>i = ?« + 1 • 

Die Gleichung (6), die auch hier gilt, da es sich um einen 
Doppelpunkt handelt, giebt 

und beim Vergleich mit dem vorigen Paragraphen findet man, dass 
dieser Doppelpunkt mit dem Librationspunkt L^ zusanmienfallt. 

Die Grenzcurve nimmt nun eine Hufeisen-ähnliche Figur an. Im 
Inneren der Gurve ist 2Q — C negativ, und hier kann also keine 
Bewegung stattfinden. Indem C von dem Werth C^ an abnimmt, 
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schnürt sich die Hufeisen-ähnliche Figor allmählich zusammen und 
fällt bei dem Werih C= C^ in zwei Curven auseinander. Der 
Trennungspnnkt liegt auf der X-Achse jenseits der grösseren Masse 
und man findet leicht, dass dieser Doppelpunkt mit dem Libra- 
tionscentrum £3 zusammenfällt 

Für C-Werihe, die kleiner als C^ sind, besteht die Grenzcurve 
aus zwei getrennten geschlossenen Zweigen, die fbr den Minimal- 
werth C^ in die beiden Idbrationscentra L^ und £^ übei^ehen. 

Für noch kleinere (7-Werthe ezistirt, wie schon hervorgehoben 
worden ist, keine Grenzcurre mehr. 

Die obigen Transformationen der Grenzcurve werden durch 
die folgende Figur 5 veranschaulicht, die dem Werth fi = 0.1 ent- 
spricht Sie ist von Dabwin berechnet in seiner bekannten Arbeit 
„On periodic Orbits^' (Acta Mathematica Bd. 21, 1897), wo man 
auch die vollständigste Discussion der HiLL'schen Ghrenzcurve findet 




Fig. 5. Grenscnrve für fi — 0.1. 

Die Lage der Idbrationscentra (bez. der Doppelpunkte) ist aus 
der folgenden Zusammenstellung ersichtlich: 





#* 


-0.1. 




L, 


^, = 0.7175 , 


ei = 0.2825 , 


(7| « 4.0182 , 


w 


^1 = 1.3470 , 


ei = 0.3470 , 


C, = 3.8876 , 


w 


^ « 0.9469 , 


^ » 1.9469 , 


(\ » 3.4905 , 


L4 und L5 


^1 » 1.0000 y 


^, B 1.0000 , 


C4 = 3.3000 . 
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Um eine Vorstellung Yon der Veränderung der Lage der 
Librationscentra bei yerschiedenen Werihen yon /jl zu erhalten, 
gebe ich noch die entsprechenden Zahlen ftlr fi = 1 : 320000 und 
für fi = 1 an. Die Lage der Librationscentra für fi = 1 ist von 
BuB&AU berechnet worden (Astr. Nachr. 3230 und 3251). 



L^ und L^ 



#£»1:320000. 

^, = 0.98990 , ^, = 0.01010 , 0^ » 8.0009264, 

e, = 1.01017 , ^ - 0.01017 , 0^ = 3.0009227, 

^1 » 0.99999818, ^t » 1.99999818, C, « 3.0000156, 

(^ » 1.0000 , ea « 1.0000 , O4 - 8.0000094. 



Endlich erhält man ftbr fi = 1 : 



/i = l. 



A: 


^ - 0.5000 , 


^ » 0.5000 , 


Ol » 8.500 , 


L,: 


ei - 1.6984 , 


ei = 0.6984 , 


(4 = 7.412 , 


h- 


^1 » 0.6984 , 


^ » 1.6984 , 


G^ » 7.412 , 


L4 und I^: 


^ s 1.0000 , 


et» 1.0000, 


C« B 6.0000 . 



Das Aussehen der Grenzcurve bei verschiedenen Werthen von 
C ist f&r jEA = 1 aus der beigefügten Figur 6 ersichtlich. Es mag 
indessen hervorgehoben werden , dass bei der Herstellung dieser 
Figur nur die Lage der Librationscentra und die Schnittpunkte 
der Gurve mit der Z-Achse und mit der T-Achse in Betracht ge- 
zogen sind. Die letzteren sind durch die Formel 



(7) 



a , 2 ^ ^ 



gegeben, wo q den Abstand des Schnittpunktes von irgend einer 
der Massen bezeichnet. 
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Fig. 6. Grensenrve ffir f« » 1. 

Zur Bestimmung der Schnittpunkte mit der X-Achse dient die 
Gleichung 
(7*) 2p* + 4e» + (8 -C)p« + (6 - C)p + 2 = 0. 

Man hat nur die positiven Wurzeln der Gleichungen (7) und (7*) 
in Betracht zu ziehen. 



§ 4. Periodische Lösungen in der NUie der Ubrationecentra. 

Fortseizung. 

In Folge der Belationen § 2 (10) nehmen die Differential- 
gleichungen in der Nähe der Librationscentra folgende Form an: 



(1) 



^^-2n^^ 



d^ 



dt 



^^^+2«^« 



dt* 



dt dadb 



da« *■*■ dadb ^' 
1+ ^,.. fl 



db* 



Es handelt sich also um lineare Differentialgleichungen mit 
Constanten Goe£Gcienten. 
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Wir können eine Lösung in folgender Form ansetzen: 



|-^«*S y = 5e*S 



wo A und B durch die folgenden Relationen bestimmt werden: 



(2) 






Aus diesen Relationen erhalten wir die folgende Gleichung zur 
Bestimmung von X: 



A«- 



2ni. - 



d*Sl 




da* 


} 


d^Sl 




da db 


9 



- [2n 



X + 



A«- 



d a db 
6« 



) 



= 0, 



oder 
(S) »• 



'•(a^?.-^C + '')) + ?SI^-(a:?J' = »' 



Die Natur der Bewegung hängt Yon den Werthen der Wurzeln 
dieser Gleichung ab. Wenn l? einen reellen und negativen Werth 
hat, so existieren periodische Lösungen. Wenn solche Wurzeln 
nicht vorkommen, so kann P nur während einer endlichen Zeit in 
der Nähe des Punktes (a, b) bleiben. 

Für die Berechnung der Wurzeln müssen wir die Werthe 
der zweiten Ableitungen von Si in den fünf verschiedenen Libra- 
tionscentren kennen. 

Man hat 



a« ö^i« \da) "^ oft da« "^ öo.« U»/ ö^, öa« 



Eine ähnliche Relation hat man für 






§ 4. Periodische Lösungen in der Nähe der lAbraHonscentra, 119 



Weiter ist 



dadb "" ö^i» da db "*" ö^i ö«^* 
"^ ö^,» öä db "*■ de, däd6 * 



Aus diesen Ausdrücken erhält nun die folgenden Werthe 
dieser Ableitungen in den verschiedenen Punkten. 

Tabelle L 





B*Si 


d«i2 


d*i2 




da* 


a6« 


dad6 


A 


«.' et* 







L, 


1» 


>» 





L, 


w 


}> 





W 


J(i+M) 


!(!+*') 


-Jl^d-f*) 


L, 


n 


w 


+ f/3(l -^) 



Die Werthe von q^ und q^ in den drei Punkten L^^ L^ und 
Z3 sind den Gleichungen § 2 (15) zu entnehmen. 

Setzen wir 

so sind die Wurzeln, welche den Punkten Z, , L^ und L^ ent- 
sprechen, durch die Formel 



(4) X^ (1 + ^ -/^ ± pp - 4(1 + i,)f 

gegeben. 

Diese Wurzeln sind reell, die eine ist positiv, die andere 
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negativ. Dies wird von Plummer (Monthly Notices of the Boyal 
Astr. Soc. LXn. 1901) in folgender Weise bewiesen:^ 

Aus (3) ist ersichtlich, dass der Satz bewiesen ist, wenn man 
zeigt, dass 

da* 06« \dadb) ^ 
ist Nun ist aber, nach TtabeUe I, in Z^ , Z, und Z, 



dadb ' da' 



und es genügt also zu zeigen, dass 



(5) 


6» ^ " 


ist 






Man hat aber f ür y » 


(6) 






In Zj ist 




dSi Bil 1 
^ft ^ ^9i ^^* et* 



und also 



öy« ■"(?! + e.)(^^""eiV 



ein Ausdruck, der negativ ist, weil Qi<l ist 
In Z, ist 

und also 



öy 



2 _ / j_ j_ W _i_\ 

• " U " e. i r^ " eiV 



^ Die Herren C. A. ScHULTz-SrEnruBiL und Boüboet haben mir vorher 
brieflich ähnliche Beweise dieses Satses gesandt 
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und weil (^i =" (»a + 1 ist, so ist der erste Factor in diesem Aus- 
drucke negativ, der zweite aber positiT, also -g— ^ negativ. 
Endlich ist in L^ auch 



d'Sl _(\ i^W _\\ 



und da hier q^ = f^ + 1 ist, so ist der erste Factor positiv, der 



zweite negativ, und auch in diesem Falle wird also ^ , negativ 

ausÜGÜlen. 

Der negativen Wurzel A* entspricht eine periodische Lösung 
der Differentialgleichungen, und es exisären also für alle /i perio* 
disehe Bahnen m der Umgebung von Z^, L^ und L^ 

Die numerische Auflösung der Gleichung (4) giebt folgende 
Werthe der Wurzeln f&r /u » 1 , fi = 0.1 und jea == 1 : 320000. 



Tabelle IL 



f* 


A 


L, 


U 


1 

0.1 
1 : 820000 


+28.68 
+ 12.426 
+ 6.418 


-16.68 

- 7.482 

- 4.858 


+ 2.671 
+4.695 
+6.176 


-8.581 
-8.091 
-4.284 


+ 2.671 

+0.258 

0.000 


-8.581 
- 1.261 
-1.000 



Die Grenzwerthe der Wurzeln ftr verschwindenden Werth von 
fi wird durch die Formel 

(4T ;i> = 1 ± y^ 

in L^ und £,, und durch 

(4**) A> = - 0.6 ± 0.5 

in Z, ausgedruckt 

Die periodischen Lösungen in der Nähe von L^ und L^ lassen 
sich leicht discutiren. Mit den gegebenen Werthen der Ab- 
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leitungen erhält man dieselbe Gleichung für X in beiden Punkten, 

nämlich 

(7) 4A* + 4(1 +fi)X* + 21ii = 0. 

Die Wurzeln dieser G-leichung sind reell, wenn 





(l+/i)»>27,i, 


d. h« wenn 




(8) 


H < 0.0401 . 



Ist fjL kleiner als dieser Grenzwerth, so sind die Werthe für X* 
beide negativ und es giebt dann <ru;ei verschiedene Gattungen von 
periodischen Lösungen. Wenn dagegen fi > 0.0401 , dann hat man 
in diesen Punkten keine periodischen Lösungen. 

BüBRA.ü hat 1. c. einige numerische Rechnungen gemacht, um 
periodische Bahnen für /ti = 1 in der Nähe von L^ zu suchen und 
keine gefunden, was zu erwarten war, da solche nicht, wenigstens 
in der unmittelbaren Nähe dieses Punktes, für diesen Werth von fi 
vorkommen. 

Li Z^ und L^ sind also periodische Lösungen nur für sehr 
kleine Werthe von fjL vorhanden. Es ist deswegen angemessen, die 
Wurzeln von (7) nach Potenzen von /jl zu entwickeln. Wir erhalten 
dann fOr die eine Wurzel von (7) den Ausdruck 

Ä> = - 6.75 /w- 38.8125 ju» 
und für die andere 

A» = _ 1 +5.75|ii + 38.8l25/Di». 

Zu jeder Wurzel X gehört ein entsprechender Werth von A:B, 
Das allgemeine Litegral von (1) lautet 



(9) 



^ = 2^^'* 
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wo A^ und B^ durch die Kelation 



2Vl+M^ + 



^ ^ Ä^ TTTfE 

mit einander verbunden sind. 

Vier von den Coefficienten A^ und JB^ können willkürlich ge- 
wählt werden. Ich will B^, B^^ B^ und B^ als diese willkürlichen 
Constanten bezeichnen. Die entsprechenden Werthe von A^ werden 
dann aus (10) erhalten. 

Es seien i^ und A, zwei conjugirte rein imaginäre Wurzeln, 
so dass, wenn 

y> = - A« 

gesetzt wird, die entsprechenden p^ und y, reell sind. Zur Ab- 
kürzung setzen wir noch 



dadb 

Es ist also 



Ai^ i gyi + M'^iy — Y 






Wir trennen in A^ und ^^^ ^® reellen und imaginären Theile, 
indem wir setzen 

^ = a, + a, y^^l , 

^2 = a, - a, Y^\ , 
und können dann schreiben 
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Es ist also 

Wenn die willkürlichen Constanten B^ und B^ gleich Nnll ge- 
wählt werden, so existirt also eine periodische Lösung von der Form 



(11) 



I = 2<^cosy2/ + 2^2 sin y,^, 
n =s 2/Si cos r, / + 2/9, sin ff, ^, 



und zwischen den Coefficienten bestehen hier die Belationen 



an 






und die Gleichong (8) lautet 



(in 



[v^ + r)[v^ + «) = 4n«fr» + ^. 



Aus (11*) und (11**) erhalten wir 

(ir,» + r) (a,/9, + i.,Ä) =- r(/9,> + /9,^ 

(V + »■) («lÄ - «2 A) = - 2nir,09,* + /9,^, 

(V+'-lC«!* +«2')= (V + *) (/?!* + ft")- 

Die Gleichung der von P beschriebenen Bahn wird erhalten, 
indem man die Zeit aus den Gleichungen (11) eliminirt 
Man erhalt in dieser Weise: 



«,, «, 


t 


l> «s 


f 

+ 


«1. 1 


A» ß* 




V, A 




A, fl 



oder 

oder, indem wir die Werthe von a und ß einführen, 
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(12) R^ = (1^* + r)^'' + {v^ + *)i?« + 2^|i7, 

wo 

Ziehen wir die Werthe von r, s und / aus Tabelle I in Be- 
tracht, finden wir, dass die Curve (12) fOr alle Librationscentra 
eine Ellipse repräsentirt 

In £j, Z3 nnd £3 ist 

^ = 0, 

und eine Achse der Ellipse liegt also in der Achse der |-Coordi- 
naten. Wir werden später zu diesen Curyen zurQckkehren. 

In L^ und L^ müssen die Achsen des Coordinatensystems ge- 
dreht werden, so dass sie mit den Achsen der Ellipse zusammen- 
fallen. Setzen wir 

I = ar cos ö — y sin ö , 

1? = ar sin ö + y cos ö , 
so erhalten wir f&r den Winkel den Werth 



(IS) tg2Ö= ^' 



r — « 

oder nach Tabelle I 



(IS*) tg2Ö-±y3J-^- 






wo das Zeichen + dem Punkte Z^, das Zeichen — dem Punkte L^ 
gehört 

Da die Masse /ti immer kleiner als 0.04 ist, wenn eine perio- 
dische Lösung existirt, so ist aus (18*) ersichtlich, dass der 
Winkel wenig von ±30^ abweicht 

Die eine Achse der Ellipse ist also nahe gegen die grössere 
Masse (nij) gerichtet^ die andere Achse steht senkrecht zu dieser Linie. 

Für die halben Achsen a und b der Ellipse erhalten wir 
die Werthe: 
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^- = [v^ + r)co8»ö + y + «)8m«Ö + tQva2d, 
^ « (ff« + r)Hm^d + (v^ + s)oos'd - ^sin2ö, 
Ausdrücke y die aach in der Form 

^C092ö = (v* + r)cos*ö - [v^ + «)8in2ö, 
^C082Ö = (i'* + *)co8»ö - [v^ + r)sin«fl 

geschrieben werden können. 

Die genauen Werthe der Halbachsen können leicht erhalten 
werden. In Anbetracht des kleinen Werthes von /i, wenn periodische 
Lösungen vorkommen, ist es indessen zu empfehlen, sich einer Ent- 
wickelang nach Potenzen von fi zu bedienen. Es ist genähert 

C08 2ö = | + |ft, 

cos* ö = I + f /u , 

mn* ö = ^ — I /bi . 
Weiter ist (genau) 

In Bezug auf v^ müssen wir zwei Fälle unterscheiden, den 
zwei Wurzeln von (11**) entsprechend: 



Hier ist 



1) i^* = 6.75ft. 

Ä»= 144 ^(^,» + /?,«), 
a*- 16 (/9,* + /?,^, 



so dass 

(14) b = Y3~fAa. 
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Die Excentricität der Ellipse ist immer nahe gleich der Ein- 
heit Der grösste Werth von bia, der vorkommen kann, ist: 



Max. - =. 1/012 = 0.35 . 



Ist m^ die Erde, f&r welche wir 

f/t^l: 320000 



setzen 9 so ist 



- = 0.00306 . 

a 



Ist fjL die Masse Jupiters (wir nehmen an, dass m, die 
Sonne bezeichnet], dann ist die grossere Achse in der Ellipse 
19 mal grösser als die kleinere Achse. 

Für die zweite Wurzel von (11**) 



2) fr«=l-5.75/u 



hat man 



64 _ M8 
7 49 ''^ 



J?«=^-~.-/u 



und weiter 






Beide Achsen bleiben endlich f&r verschwindende Werthe von fu 
Die grosse Achse ist das Zweifache der kleinen Achse. 

Durch jeden Punkt hinreichend nahe den Punkten Z^ oder Z^ 
ist es also möglich zwei Curven zu ziehen, welche zwei verschiedenen 
periodischen Lösungen des Problems entsprechen. 

Wir müssen bemerken, dass die Werthe der Halbachsen der 
Ellipsen in den zwei Fällen 1] und 2) nicht direct mit einander 
vergleichbar sind, da ßi* + ß^^ nicht nur von den Anfangscoordi- 
naten, sondern auch von dem Werthe der Wurzel v abhängt, der 
in den zwei Fällen verschieden ist 
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Wir wollen a and b direct durch die AnSEingscoordinaten aas- 
drücken. 

Wenn diese mit |^ und ly^ bezeichnet werden, so ist nach (11**) 



I6n»y« 



^^Ißi' + ßt") -^ Ji'-^{^' + r)io' + {f^' +')%' + 2t io%' 



Wir wollen, der E^inÜEichheit wegen, annehmen, dass 17^ 
dann ist 

(15) Un^v^iß,* + AI = (f.* + rYi^\ 



= 0, 



und also im Falle 1) 



ßi + ß% — 192^ lo*» 



und im Falle 2) 



49 



A + Ä — 256 ^ ' 



so dass die halben Achsen der ESlipsen folgende Werthe annehmen. 



1) 



2) 



a* = 



i» 



Ä» 



12/1 *<» ' 



4 so • 



!•'. 



16 *• 



In allen diesen Formeln hat 1^ dieselbe Bedeutung, nämlich 
die |-Coordinate desjenigen Punktes, in welchem die Curve die 
I-Achse schneidet 

Wir bemerken, dass f&r alle Curven derselben Familie, die 

Ezcentridtät einen und denselben Werth hat^ nämlich f&r 1) yi— 3^ 

und ftlr 2) y| . 

Die kleinen Achsen der beiden Gurren sind beide endlicL Die 
grosse Achse in 2) hat auch einen endlichen Werth, dagegen wächst 
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die grosse Achse im Falle 1) ins Unendliche, wenn fi gegen Null 
abnimmt 

Es ist von Interesse, die periodischen Corven mit Hinsicht auf 
den Werth der jACOBi'schen Constante C zu classificiren. Es ist 
nämlich bemerkens werth, dass jedem Werth von C höchstens eine 
periodische Curve in der Nähe jedes Librationscentrums entspricht. 

Das jACOBi'sche Integral lautete: 

Wir wollen hier C durch die Anfangscoordinaten 1^ und 7/^ 
ausdrücken. 

Aus (11) erhält man 

( I' = — 2^2 «1 sin v^t + 2v^a^ cos v, t , 



(16*) 



,/ = - 2 w, /?, sin »j / + 2 Kj ß^ C08 p^ t . 



Setzen wir in diesen Gleichungen nnd in (II) t — O, erhält man 



(16) 



I« 



% = 
lo' = 



2«,, 
2/9„ 



Mittelst (11*) können irir |,' und q,' durch «, und ß^ aus- 
drücken nnd dann auch durch |, und «;,. Man hat 

2«*,«, = ttti + (v* + «)/9, , 

2nv,ß, («'* + '•)«,- tß,, 



80 dass 



und also 



2«*/o' = -(** + »•)&- '9,, 

+ [/* + («•* + »)*] flo* + 

+ [„*4.r + ,»« + ,]2<|,,/„. 



CaABLOB, Mtchanik d« Himtneli. II. 
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Wenn ii nach Potenzen von | nnd tj entwickelt wird, so erhält 
man, indem die Relationen § 2 (10) in Betracht gezogen werden, 

wo Qq den Werth von i2 in dem betreffenden Librationscentnun 
bezeichnet 

Indem wir, wie vorher, den Punkt (1^, %) so wählen, dass 
17^, e= ist, so erhalten wir 

(17) C7=2ß„+p;j-^(<«+(^» + r)»)]|,«. 

Mit den schon gegebenen Werthen der Ableitungen ond der 
Wurzeln in L^ und Z, erhalten wir also: 
im FaUe 1) 

C=2fl, + A|^», 

im FaUe 2] 

Wir lernen ans diesen Ausdrücken, dass solche C-Werthe, die 
etwas grösser als 2SIq sind, der Curvenschar 1) angehören, wogegen 
in 2) die C-Werthe etwas kleiner als 2Qq sind. 

Die Curven, welche der Wurzel 1) entsprechen, wollen wir die 
Familie d von Curven nennen, und die Gurren, welche der zweiten 
Wurzel von (11**) gehören, als die Familie e von Curven bezeichnen. 

Zu jedem Werth von 1^ gehören zwei Werthe von C, wogegen 
nur ein Werth von |^ jedem Werth von C — der nicht viel von 
2fio abweicht — entspricht 

Wie im vorigen Paragraphen bewiesen wurde, ist in L^ und L^ 

(in 2i2, = S(l+^). 

Dies ist der kleinste Werth von (7, für welchen reelle Zweige 
der HiLL'schen Grenzcurve 

2fl-C=0 

existiren. 
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Hat C einen Werth, der etwas grösser als dieser Minimal- 
werth (17'*) ist, besteht die Grenzcurve ans zwei Ellipse-ähnlichen 
Zweigen, welche die Punkte L^ und Z^ umgeben. Die Gleichungen 
dieser Eklipsen sind 

Wird diese Ellipse mit der Ellipse (12) verglichen , so finden 
wir, dass die Achsen der beiden Ellipsen parallel sind. Die perio- 
dischen Curyen yon der Familie d umschliessen also die ähnlichen 
Ellipsen, welche die Grenzcurve f&r C-Werthe etwas grösser als 

3 (1 + m) hMen. 

Für (7 < 3 (1 + fi) ist keine Grenzcurve vorhanden. Es giebt 
aber auch dann periodische Lösungen, nämlich die Curven von der 
Familie e. Es ist von Bübbau zuerst bemerkt worden, dass die 
Eixistenz einer Grenzcurve keine nothwendige Bedingung fllr das 
Vorkommen von periodischen Lösungen ist. 

Die Umlaufszeit von P in ihrer Bahn kann leicht gefunden 
werden. 

Wird die Umlaufszeit in einer Bahn von der Familie d mit 
T^ und in einer Bahn von der Familie e mit r^ bezeichnet, so ist 
allgemein 

2n 



Die Umlaufezeit von m^ und m, um den gemeinsamen Schwer- 
punkt war durch die Gleichung 



gegeben, so dass 



(18) r^npT. 

Setzen wir hier die Werthe von tr, welche den Fällen d und e 

entsprechen, ein, so finden wir die folgenden genäherten Werthe 

der Perioden: 

9* 
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r^ = r{l +3.375^). 



Die TJmlaafszeit ist dieselbe för alle Cuiren derselben Familie. 

Für die Familie e ist die Umlanfszeit nahe gleich T, für die 
Familie d ist die Periode sehr lang. 

Nehmen wir z. B. 

|i= 1:320000, 

so dass 771, die Elrde, m, die Sonne bezeichnet, so hat man 

T^ = 217.8 Jalire, 

Tß = 1 Jahr + 5.546 Minuten. 

Wir kehren nun zn den periodischen Bahnen in der Nähe von 
X|, L^ nnd L^ zurück. Ihre Gleichung war 

WO li^ den Werth (12^ hat. Die halben Achsen der Ellipsen haben 
die Werthe 

in Folge der Relation (11**). 

Setzen wir den Ausdruck (15) für ßi* + ß^^ ^^r ^in, so be- 
kommt man 

«• = !«*, 

~ in'i-» So - yt^. j bo • 
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Die Excentricitat dieaer Ellipsen ist also von |q unabhängig, 
und hat also f&r sämmtliche Curven, welche einen der Punkte L^j 
L^ oder L^ umschliessen, denselben WertL 

Aus den Ausdrücken für r und s in Tabelle I folgt, dass 

und also ist -6 die halbe groe$e Achse der Ellipsen. 

Die halbe kleine Achse a ist gleich 1^, wie erwartet werden 
konnte. 

Unter Anwendung der Werthe aus Tabelle I erhalten wir die 
folgenden numerischen Werthe der charakteristischen Constanten 
der Ellipsen um Z^, Z, und L, flir jea=1, /i=0.1 und /Lt= 1:320000. 
Wir bezeichnen mit Dabwik diese Curven bez. als die Familie a, 
b und e von periodischen Bahnen. 

Tabelle m. 

h 
Famäie a von periodischen Bahnen. 





/* = ! 


/tsO.l 


/is 1:320000 


da« 


+ 34.000 


+ 15.388 


+ 9.120 


d'b* 


-14.000 


- 6.044 


- 3.060 


y* 


+ 16.63 


+ 7.482 


+ 4.353 


v* + r 


+60.63 


+22.87 


+ 13.473 


f» + « 


+ 2.63 


+ 1.438 


+ 1.293 


b:a 


4.887 


8.988 


3.227 


e 


0.974 


0.968 


0.951 


t: T 


0.347 


0.384 


0.479 


f« 


124*.8 


138«.0 


172».6 



T^ ist der Winkel, den die Linie m^ m, in derjenigen Zeit be- 
schrieben hat, in welcher P einen Umlauf in seiner Bahn zurück- 
gelegt hat 
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Tabelle IV. 



't 



Familie b von periodischen Bahnen. 


1 


yi "0.1 


/i» 1:320000 


a«Ä 

da* 


+ 8.280 


+6.706 


+ 8.884 


d*Si 

db* 


- 1.140 


-1.704 


- 2.942 


V* 


+ 8.531 


+3.091 


+ 4.234 


V* -k-r 


+ 11.811 


+9.799 


+ 13.118 


F« + « 


+ 2.391 


+ 1.887 


+ 1.292 


b'.a 


2.221 


2.659 


3.187 


e 


0.898 


0.929 


0.951 


x\T 


0.752 


0.597 


0.486 


!• 


270».9 


214*.8 


175».0 



Tabelle V. 

Famüie c von periodischen Bahnen» 





f = 1 


/*=a0.1 


/u = 1:320000 


d*Sl 

da* 


+ 8.280 


+ 3.484 


+ 3.000 


d*n 

db* 


- 1.140 


-0.092 


0.000 


V* 


+ 3.531 


+ 1.261 


+ 1.000 


y« + r 


+ 11.811 


+ 4.745 


+4.000 


P*+8 ' 


+ 2.391 


+ 1.169 


+ 1.000 


b'.a 


2.221 


2.015 


2.000 


e 

1 


0.893 


0.869 


0.867 


iiT 


0.752 


0.934 


1.000 



270«.9 
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Wir haben noch die Richtung der Bewegung in den ver- 
schiedenen Bahnen zu bestimmen. Es ist flir diesen Zweck ge- 
nügend 1/0=0 zu setzen, in welchem Fall die Sichtung durch das 
Zeichen von 17^' bestimmt ist. Es ist aber 

2nV=-(fr» + r)|o. 



Da das Zeichen von tr' + r flir alle Gurren positiv ist, so 
werden sämmtliche Curven in einer Richtung beschrieben, die der- 
jenigen Richtung entgegengesetzt ist, in welcher die Bewegung von 
ntj und m, um den gemeinsamen Schwerpunkt stattfindet. 

Mittelst (17) kann man die jAOOsi'sche Constante durch den 
Anfangswerth 1^ der Coordinate | ausdrücken. Man bekommt 
hieraus 

Tabelle VI. 
fVerihe der JAoasi sehen Carutante. 



Familie 


M=l 


/* = 0.1 


/i - 1 : 320000 


a 


8.500 -2S6.0 V 


4.0182-103.6 V 


3.0009264-36.22 V 


b 


7.412- 9.16 V 


3.8876- 15.12 V 


3.0009227-34.16 V 


e 


7.412- 9.16 V 


3.4905- 1.63 V 


3.0000156- 1.00 V 


d 


— 


— 


3.0000094+ ^ V 


e 


— 


— 


3.0000094- ^ fo" 



Durch jeden Punkt in der Umgebung von Z^ , Z^ und L^ kann 
man eine — und nur eine — periodische Curve der ersten Classe 
legen. Die jAcosi'sche Constante ist fär die Curven von der 
Famiüe a immer kleiner als C„ was ja nothwendig ist. weil die 
Grenzcurve f&r C = Cy^ einen Doppelpunkt in L^ besitzt Aus ähn- 
lichem Grunde muss, für die Familie by C kleiner als C^^ ftir die 
Familie c, C kleiner als C^ sein. Durch jeden Punkt in der Um- 
gebung von L^ und 1^ können dagegen immer zwei periodische 
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Bahnen gelegt werden, die eine — von der Familie d — von sehr 
langer Periode, die mit abnehmendem Werthe von /i ins Unendliche 
wächst, die andere mit einer Periode etwas länger als die Umlaufs- 
zeit von ntj und m^ um den gemeinsamen Schwerpunkt 




^1 





ft-Jo 




Fig. 7. Periodische Bahnen in der Nähe der Librationscentra 

Li, L^ und L3. 



Die in den Tabellen III, IV und V berechneten Curven 
sind in der obigen Figur wiedergegeben. Der Abstand der 
Schnittpunkte der Curven mit der |- Achse vom entsprechenden 
Librationscentrum ist für alle Curven gleich. Die Curven um L^ 
sind etwas verzeichnet, insofern sie für /li = 0.1 und ^ = 1:320000 
im Maassstabe der Figur fast zusammenfallen müssen. 

Die periodischen Bahnen um L^ in Fig. 8 sind für jt* = O.Ol 
gezeichnet, da die grosse Achse der Ellipse der Familie c für 



i 
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Fig. 8. Periodische Bahnen in der N&he von L^. 

jti=: 1:320000 allzu gross sein würde. Die beiden Corven schneiden 
sich in einer durch Z^ parallel der I-Achse gezogenen Linie. 

§ 5. Periodische Lösungen in der Umgebung der Massen. 



Wenn der Asteroid P mit m^ oder sn, zusammenfällt, wird q^ 
oder (>2 gleich Null und also Q unendlich gross. Die Potential- 
fnnction Q lässt sich also in den Punkten m^ und m, nicht nach 
steigenden Potenzen der Coordinaten entwickeln. Die Untersuchung 
der periodischen Bahnen in der Umgebung der Massenpunkte ist 
deswegen mit bedeutend grösseren Schwierigkeiten verbunden als 
die Untersuchung der Bahnen in der Umgebung der Librations- 
centra. Das hier vorliegende Problem kann auch nicht als völlig 
gelöst betrachtet werden, obgleich sehr tiefgehende und höchst 
interessante Untersuchungen von Hill wichtige Eigenschaften der 
Lösimgen entdeckt haben. 

Wird der Anfangspunkt der Coordinaten in den Schwerpunkt 
von füj und m, gelegt, so lauten die Bewegungsgleichungen fiLr F: 
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(1) 



d^x o d^ 
dp dt 

dt* ^ dt 



v?x 



n^y 



dü_ 
dx 

dU 



wo wir noch die Einheiten für Masse und Abstand unbestimmt 
lassen, dagegen die Attractionsconstante gleich Eins setzen. Es 
ist also 



(n 



n -^ g » 

ar 






wo a den Abstand zwischen m^ und m^ bezeichnet Eis ist hier 






und also: 



fTti fflj 2 



oder unter Berücksichtigung von (1*) 



5v + 5?.'=»'(''+y') + «'(drÄ?'^* 



Setzen wir also 



m 



2^-".(?;+|)+«.(s:+i) 



SO können wir die Bewegungsgleichungen in der Form 



(2) 



d^ dt 


dJ2 




dSl 
~ dv 
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schreiben. Diese Gleichungen gehen für a » 1 = 114 in die Glei- 
chungen § 2 (6) über. Indessen wollen wir erst später die Wahl 
der Einheiten treffen. 

um die Bewegung in der Umgebung einer der Massen, z. B. 
fft^, zu untersucheUi setzen wir 



(3) 



und erhalten 



(4) 



or = — 



tn. 



ifii + wij 



a+i. 



df 

S + 2» 
dC 



df, 

dt 


= 


er 


df 
dt 


= 





wo Q noch durch (2*) gegeben ist 

Alle Glieder in Q mit Ausnahme von 



m, _. *«■ 



(h 



Vs" +V 



lassen sich nach Potenzen von ^ und tj entwickeln. Es ist 



und 



also 






Jl_ 






^1 



2 



3^ 



ar Ol a ar 



Lassen wir die constanten Glieder und Glieder von der dritten 
und höheren Ordnung weg, so ist also 
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oder 

2 fi = 3«2|» - ^^|2 + ^ »y» + -^'"»^ . 

Wir verfägen jetzt über die Einheiten für Abstand und Masse 
in der Weise, dass 

(6) n s= in, = 1 , 

und erhalten also 

oder 

(5*) 2ß = -; L^ + 3|« ?__|2 + _L..,,a. 

In Folge der gemachten Wahl der Einheiten ist der Abstand a 
zwischen m^ und m, durch die Formel 

(6*) a = KT"^ 

gegeben. Sind z. B. die beiden Massen einander gleich, so ist 
a= y2, und wenn m^ = Sonne, tu, = Erde ist, so hat man 



(6**) a = vr+ 320000 = 68.4. 

Die Differentialgleichungen (4) lauten, mit den angenomm^ien 
Eiinheiten, 

dt* 



(7) 



dt^ 



^2 ^^ + f— 1- -3+— ?— U = 



welches die Differentialgleichungen für die Bewegung von P in der 
Umgebung der Masse m^ sind. 
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Für die Gleichungen (7) existirt das Integral von Jacobi: 



und für die HiLL'sche Grenzcurve gilt also hier die Gleichung: 

^ 1/r+iy* V i + W i + »«i 

Die Untersuchung yon Hill über die periodischen Bahnen in 
der Nähe der Massen bezieht sich auf den FaU, dass m, sehr 
gross im Verhältniss zu «n, ist Seine Methode kann indessen für 
einen beliebigen Werth Ton m^ benutzt werden. Wegen der grossen 
astronomischen Wichtigkeit des von Hill behandelten Falles werde 
ich mich hier auf diesen Fall beschränken. 

Ist m^ sehr gross, so findet man, dass die letzten Glieder der 
Gleichungen (7) viel kleiner als die vorhergehenden sind. Da diese 
Gleichungen unter der Voraussetzung erhalten worden sind, dass 
man die Glieder dritter oder höherer Ordnung in Q^ also die Glieder 
zweiter und höherer Ordnung in (7) vernachlässigt hat, so ist eine 
consequente Folgerung hieraus, dass auch die Glieder 



2x j 

und 



1 + w», 1 + w, 

für sehr grosse Werthe von m^ , in welchem Fall sie mit |' und 17' 
vergleichbar sind, vernachlässigt werden. 

Unter dieser Vorausetzung nehmen die Gleichungen (7) folgende 
Form an 



(9) 



WO 



l^-->'4f+(r-»)ä-». 



»■ - 1" + •;". 






I 




«8i.*&Äg,'StSigje;Si 



von Hill seioen Untersnchoagen 

'ähreo das EigentbOmUche, von 

werden deswegen als die cano- 

Problems betrachtet Diese 

der E^inbeiteo fOr Hasse nnd 

ans diesem Gmnde diese E^q- 

lerken aber, dass diese Eigen- 

Dad ntj TOD derselben 

die Gleichangen (7) benatzt 




S^tiSßt^jftCi^li^te vereinfacbte Form der allge- 

|^^S}<9&* w^ö'^i^^be Drei-EOrperproblem, die 

^lä^lii^: ^^lien. Wir können nns deswegen 

(10*) knn ätssen. 

:^t^^£3^ ein bestimmter Werth von q — 

'^^"'^"^ zur |-Achse. Für jeden Werth 

liSd!®Mg: Werth oder zwei Werthe von |. 

jten Betrag nach ^eich, haben 

Mi^'w^'i^V^V^'^'"^^ ist also auch zur q-Achse 
-•«• 

'Is^ls Corre 6*- Qrades. 
i^z^ä^' beliebig gross werden. 
l^h^ISie Ungleichheit 
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gegeben. Wenn tj ins Unendliche wächsti nähert sich | einem von 
diesen Grenzwerthen und die Curve hat also zwei geradlinige 

Asymptoten parallel der 97 -Achse im Abstände | = ±l/-r-* 

Zwischen diesen Linien hängt der Verlauf der Curve vom 
Werthe von C ab. 

Die 17 -Achse wird nur in zwei Punkten geschnitten, welche 
durch 



i»=±-ö 



(11) 

gegeben sind. 

FVar die Schnittpunkte der Corre mit der X-Achse erhält man 
die Gleichung dritten Grades 



(12) 



l'-i<?l + 5 = o. 



Ist C sehr gross , so besteht die Curve 
aus einer sehr kleinen geschlossenen Curve 
um m, und zwei Zweigen, welche sich den 
Asymptoten nähern (Fig. 9). 

Wenn C7 abnimmt^ so kommt man zuletzt 
zu einem Werth C^ , für welchen die innere 
Curve und die äusseren Curven zusammen- 
fliessen. Die Gleichung (12) muss dann 
eine Doppelwurzel haben. Dies findet für 



e 



Fig. 9. Grenzearve für 
grosse C-Werthe. 



(13) 

statt, d. h. für 



0=3}^ 



C= 4.326. 



Der entsprechende Werth fQr | ist 



(13*) 



i = ±j^= 0.6934 



Die so bestimmten Punkte fallen mit den Librationspunkten 
Zj und Z, zusammen (Fig. 10). 
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Ist C < 4.326, so besteht die Grenzcurre aus zwei offenen 
Zweigen (Fig. 11). 






Fig. 10. 
Grenscurve für C » 8 |/3. 



Fig. 11. 
Grenzcurve für C < 3 y%. 



So oft C> 4.326 ist, muss eine beliebige Bsümcurve in der 
Umgebung von m^ innerhalb der kleinen Grenzcurve bleiben und 
man sagt dann, dass die Bewegung stabil ist 

Betrachtet man das System Erde — Sonnen so ist der Ab- 
stand zmschen m^ und m^, in canonischen Einheiten ausgedrückt, 
wie schon bewiesen ist, gleich 68.4. Der Librationspunkt liegt 

also im Abstände ^— yon m,, was mit dem in § 1 erhaltenen 

Resultate übereinstimmt 

Bei der Aufsuchung der periodischen Lösungen der Differential- 
gleichungen (9) kann man zunächst zwei verschiedene Wege ein- 
schlagen.^ Entweder geht man von gewissen Anfangszustanden 
aus, berechnet mittelst mechanischer Quadratur die entsprechende 
Bahncurve und variirt dann die Anfangszustände, bis man zu einer 
Gurve gelangt, die in sich selbst zurückkehrt Oder man setzt in 



* Es giebt natürlich auch andere Methoden, die hier möglicherweiae zur 
Anwendung kommen können, z. B. solche, die auf rein analytischen Betrach- 
tungen beruhen. 
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(9) fOr i wd n periodische Beiheu eia, und encht nuttdst der 
Oleichuogen (9) die Coef&cieaten in diesen Beiben zu beetiniinen. 

In Betritt der complicirten Bescbaffaoheit der Gleichungen {Vj 
schaut ee a priori kaum ertprieaslißh, den letzteren von dieeen 
Wegen zu Tereuchen. Nichtedestoweniger hat Hill die Kühnheit 
gebsbt, die« Problem anzugreifeUf und ee ist ihm auch in der That 
gelungen, die Schwierigkeiten des Problems zu überwinden^ und es, 
wenigstens in einem für die Praxis sehr wichtigen Fall^ allgemein 
zu lösen. 

Ein Haupthindemiss für diese Behandlungsweise liegt in dem 
Vorhandensein in den Differentialgleichungen von negativen Potenzen 
des Abstandes q. Es liegt auf der Hand, dass es in der That 
unüberwindlich wäre, Becursionsformeln für die CoefiGcienten auf- 
zustellen, wenn es nothwendig ist^ sich der Gleichungen (9) direct 
zu bedienen. 

Diese Schwierigkeit überwindet Hill in der Weise, dass er 
mittelst des jACOBi'schen Integrals 1 :q aus den Differentialgleichungen 
wegschafft Diese Elimination geschieht in der folgenden Weise. 

Indem man die beiden Gleichungen (9) mit bez. —17 und | und 
mit bez. £ und 17 multiplicirt und die Besultate addirt, erhält man: 



(") 



iÄ+'Ä-2(s4f-'4f)+7-»«'-«- 

Das jAConf sehe Integral giebt aber 

|-i[(4f)'+(4f)*l-l-f+T« 

und mit Hilfe desselben kann die zweite Gleichung (14) in der Form 

«l^+'lJ-2(«4f-'4f) + 

'"'' ' +i[(4fr+(-ifri-i«'+i^-» 

geschrieben werden, 

Cbarlixb, Meehuiik des mmmels. n. 10 
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Die Gleichung (14*) und die erste Gleichung (14) können zu- 
sammen die ursprünglichen Differentialgleichungen (9) ersetzen. Die 
Gonstante C wird als gegeben betrachtet Indem man hier für | 
und fj unendliche FousiEB'sche Beihen einführt, bekommt man f&r 
die Goefficienten Becursionsformeln, die zwar alle eine unendliche 
Zahl Ton Goefficienten enthalten, die aber nur vom zweiten Grade 
sind. Die Gleichungen (9) würden zu Becursionsformeln vom achten 
Grad gefßdirt haben. 

Die Aufstellung der Becursionsformeln wird tou Hill in 
folgender Weise ausgefiihrt 

Zuerst führt er für | und tj zwei neue abhängige Veränderliche 
u und a durch die Gleighungen 



(15) 






ein, so dass 

«* = !* + »?* = (>', 

und erhält die neuen Gleichungen 



(Pu . rt,/ — T du . u 8 

(16) 



+ 2y=T_^ + _?L^ ^ A(u + ,) = 0, 

df» ^ dt (usf* 2 ^ ' 



d*8 rt,/ — r ds 



dt* 



-2y:::ri -^ + ' _ A(„ + ,) = 0. 

' dt {usf* 2 ^ ' 



Es ist auch angemessen, für t eine neue unabhängige Ver- 
änderliche einzuführen. 

Wenn nämlich zu diesen Gleichungen ein periodisches Integral 
mit der Periode 

2n 



ezistirt, so können^ nach dem Theorem von FoüBiEBy die Coordi- 
naten nach den positiven und den negativen Potenzen von 
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(17) 



^=eV^»(«-«, 



wo t^ eine IntegrationsconBtante bezeichnet^ entwickelt werden. 
Der Werth der Zahl v ist Torläufig unbestimmt 
Wird mittelst (17) ^ als unabhängige Veränderliche eingeführt^ 

bekommt man die folgenden Differentialgleichnngen 



(18) 



oder 



(18*) 



d£* di (us)" 2 






2,,i:-^_ «+-?-(« + ,)-o 



(« «) " 2 



»«f 



<<t 



di 



Es ist Tortheilhaft, das folgende von Bjll benutzte Symbol 
einznf&hren: 

(19) ^ = f^' 

80 dass nach (18*) 

\v*D^ + 2p D + - ^rl « + A , = 0, 

L 2 (a«)H 2 



[ 



fr«2>«-2r2> + - 



(f#«)/«J 2 



oder, wenn man 



V = 



m 



setzt, 



(19*) 



[d» + 2 mD + - m» - -!^] tt + -m»» - , 

L 2 («»)'■] 2 

[2>»-2fn2) + -m«- -^^^l » + -m«M = 0. 

l l 2 (««)'/'J 2 
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Das jAOOBfsche Integral lautet pit den eingefthrten Ver- 
änderlichen: 



(20) 



DuDm + ^ + -m»(tt + #)« = C. 



Das Olied 1 :(«#//• wird, mit Hilfe von (20), in folgender Weise 
ans (19*) eliminirt 

Man mnltiplicirt die Gleichnngen (19^ mit bez. v nnd ^, addirt 
und subtrahirt, nnd erhfilt dann die Gleichnngen 

uD^i + sD^u - 2m{uDs - sDu) + 

+ ^mf(tt«+ #? + 2ttf) - 4^ =;: Q, 
2 Yu8 

uD^s - sD^u - 2in(tf i># + tj)^) + 

+ |m«(tt*-*')=:0, 



oder wenn (20) zn der ersten dieser Gleichnngen addirt wird: 



(21) 



f uD^s + sD*u + 3uIis^2m{uDs^sI)u) 

+ fm»(tt + *)»=(?, 
uD^s - sD^u T 27n{ul)8 + «Du) 

+ |m«(M«-#*)==0. 



Für das Symbol i> gilt das Bechengesetz 



so dass 



D{ab)==aDb + bDaj 



D{uDs - sDu) = uD^s - «i>*u, 
i>»(ii^) = uD^s + sD*u + 2DuI)8^ 



\ 
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und folglich erhält man ans (21): 



(22) 



' D*{us) ^ßuDs - 2m{uDs - sDu) + f m»(ii + #)« « C, 
D[uDs-'sDu''2mus] +fin*^«-#*) =0, 



in welche elegante Form Hill die Differentialgleichung^ gebracht 
hat, und welche Gleichungen es erlaifben, die Recursionäfonneln fOr 
die Coeffidenten ziemlich leicht au&ustellen. 

Von den periodischen Bahnen, die sich mit den gegebenen 
Difi^erenfialgleichungen yerelnbären lassen, werden wir diejenigen 
betrachten, welche zu irgend einer Zeit die Achde i^ter |-Goof- 
dinaten senkrecht schneiden. Zu dieser Kategorie yon Bahn- 
curven gehören diejenigen Balmen, die nach einem Umlauf von P 
um m, in sich selbst zurückkehren. Wird für die Integrations- 
constante t^ ein solcher Werth gewählt, dass die Achse der 
^-Coordinaten zur Zeit t^ von der BahnCurTe senkrecht geschnitten 
wird, so wird offenbar fär eine solche Curve die ^-Coordinate durch 
eine FouBXEB'sche Reihe ausgedrückt, welche nur die Cosinus der 
Vielfachen von 

enthält, wogegen die 17-Coordinate durch eine entsprechende Sinus^ 
Beihe dargestellt witä. "BiLl bedchrShkt sei&e Untersuchung auf 
solche Bahnen, die zur Zeit t^ zur Achse der |-C!oordinaten senk- 
recht sind. 

SA' ^ei^ sich, dks^ ih^an iii' dieäem FaQW FotTi^B'dche Beiheft' 
mit nur ungeraden Vielfachen von y(^— t^) ansetzen kaaiA, so dslRti 

I = jQCOSP{t--t^) + J^co^Sp^i-^fQ) -f ^,co8 6if(/— r^) + ... ; 

i7 = Äj,sinv(/— <i,) + -B, 8in3v(f — g + ^jSin6if(^— t^) + ... , 

oder wem» man 

^< = «< + «-1-1 
£. =t d. - ä_(^i 
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setzt und 
(23) 

einfbhrt: 



(24) 



T = «'('-g 



|s - OD 

+ » 

fl =^^a^mJl[2^ + 1)t. 

im — CO 



Führt man hier noch die durch (17) definirte VeriUiderliche ^ 
und gleichzeitig u und s ein, so wird 



(25) 



+ 00 
««-OD 



f2.+l. 



ja — OD 



welche Reihen in (22) einzuf&hren sind, um die gesuchten Becursions- 
formebi ftr die Coefficienten a^ zu erhalten. 

Werden zwei Potenzreihen von der Form 



2 «,?'*+' und 2*i£'^+i 

i = - 00 j* = - 00"' 



mit einander multiplicirt, so wird das Product eine Potenzreihe Ton 
folgender Form 



(26) 



+ 00 +00 +oor+oo 1 

<B-OD « = -00'' j-=s- aDL» = -oo J 



und da weiter 



2)u = 2(2»+l)öi^'*+S i>' = 2(2« + l)«-i-iC'*+S 



so erhalten wir folgende Reihen für us, u^ \l s. w. 
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u* = 



^[^«.«-,+i-l]^?^ 



i)tii)* 2[^(2« + 1)(2»' - 2; + l)a,a,_;\^i, 

uL, - »Du 2[^(4«- 2; + ^a^a,_^^i, 

und weiter: 

= D{uDs^sDu). 



In diesen Formeln müssen t und J alle ganzen Zahlwerthe 
zwischen — cx) und +oo annehmen. 

Setzen wir nun die obigen Ausdrücke in (22) hinein, nnd be- 
stimmen wir die a^ in der Weise, dass der Coef&cient von ^^ yer- 
sch windet, so erhalten wir die folgenden Becnrsionsformeln: 



+ 0D 



2[4/«i«,-i + (2»+l)(2i-2J+l)fl,a,._^ + 2m(4i-2j + 2)a,a,.^ 

ja— OD 

+ f m»a,(a_,^ ._j + a_,_._, + 2a,_;] = 0, 

»0 
oder 
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(27) 



+ 0D 



2[(2t+l)(2.--2; + l)+4/>+4(2t-j'+l)m+|m«]a,a^,+ 

<s— OD ' 



+ OD 



(2a} 4/2(2<-^' + 1 + m)Ä,a,.^ - |m»2«.(«-<«-i - «-«-/-i) = 0. 

ts— OD ts— CO 



Diese Formeln gelten für alle Wertiie von j zwischen — oo 
und +CX) mit Ausnahme von ^' =» 0^ für welchen Werth man erhält: 



(29) 



2[(2« + !)• + 4(2i + l)m + l«»] a,» + 

t's» OD 



Die GFleichattgen (27]f tmd (28)' sind nicht von einander unab- 
hängig. Dies zeigt sich folgendermassen. 

Wird (27) mit 2, (28) mit ^ itt«rltipficirt und die lEtesultate 
subtrahirt und addirt» so erhält man 



(30) 



/ + OD 



2C8«'*-8t(4j-l)+20;»-16j+2+4iii(4.--5i+2)+9in»]a,a<_y 



(31) 



+ 00 

< = -0D 



2[8«'*+ 8.-(2y + l)-4/+ 8j + 2 + 4m(4i+i + 2) +9m^a,a,.,. 

fs-'CD 



Man findet aber leicht, daßs diese beiden Gleichungen iden- 
tisch sind. Wenn nämlich in (80) t gegen t + ; vertauscht wird, 
und dann j gegen —jj so geht diese Gleichung in (81) über. 'S» 



§ 5. PtriodUehe Lösungen in der Umgebung der Massen. 153 



ist also, wettn J sowohl positiTe wie negatite W^rifad annimmt, 
nicht n(yt&igy mehr als eine dieser Oleiehungen tu betraehten. 

Die Gleichungen (31) und (29) repräsentiren ein System Ton 
unendlich rielen Gleichungen zweiten Grades, zwischen denen eine 
unendliche Zahl von Coefficienten a^, a±i, a^^ u. s. w. zu eliminiren 
ist BxLLj der ein Meister in solchen Eliminationen ist, schreckt 
nicht Yor dieser Aufgabe zurück. Er ist indessen dabei ge- 
Twimgen, eitt Eässchtänkung im Probleme' ztf niaichen. In den 
obigen BedSngnngsgleichungen kommt ausser detn Coefficienten d^ 
und den ganzen Zahlen i tmd j eine Grösse m Yor, die khf ein 
Parameter betrachtet werden kann. Die Coefficienten a^ und a. 
sind al9 Functionen Aedes Parameters zu betrachten , und zwstr 
l&sst sich a priori erwarten, dass diese Functionen einen sehr 
complicirten Charakter haben. Einen allgemeinen Ausdruck ftLr a., 
der für alle Werthe yon m gültig ist, herzustellen ,- ist kaum 
möglich. Man hat deswegen nöthig, den Werth von a^ in der Um- 
gebung eines bestimmten Werthes yon m zu untersuchen, und zwar 
lässt sich ^ese Öntersucfaung yerliältnissmässig leicht in der Um- 
gebung yon m = ausführen. Die entsprechenden Reihen sind für 
die Anwendungen auf praktische astronomische Prof)leme sehr 
wichtig und werden yon Hill ausführlich auseinandergesetzt 

Da die Periode die I&nge 2nfn hat, so hand^ es sich bei 
kleinen m um solche Bahnen, die nach kurzer Zeit — und zwar 
einem einzigen Umlauf um m, — in sich selbst zurückkehren. Es 
unterliegt aber keinem Zweifeli dass auch periodische Bahnen yon 
längerer Periode ezistiren — wir werden in einem der folgenden 
Paragraphen diese Bahnen yon einem anderen Gesichtspunkte 
studiren — und yon ganz besonderem Interesse sind die Bahnen, 
die sehr grossen Werthen yon m entsprechen. Es wäre deswegen 
sehr wichtig, die Lösung der Gleichungen (31) in der Umgebung 
yon 171=00 zu untersuchen, obgleich diese Untersuchung mit 
Schwierigkeifen yerbunden zu sein scheint^ 



^ £& wird 8i<ih wafirscbeinlich zeigen, dass die FousiKB^schen EeiBen un- 
teaglieh sind', um solche Btahnetiryen danuBtelleik 
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Was die Entwickelung in der Umgebung von m » betrifit^ 
so findet man unschwer, dass die Beihen ft&r a. Ton der Form 



(32) 






sind, wo ce .(*> gewisse Zahlencoefficienten bedeuten. Hill sucht aber 
nicht direct die Form von a±j als Potenzreihen nach m, sondern 
schlägt einen anderen Weg ein, der gewisse praktische Vortheile hat. 
Wird in (30) und (31) t gleich Null und gleich j gesetzt^ so 
findet man, dass diese Gleichungen die folgenden Glieder enthalten: 

[ 20/ - I6j + 2 - 4(57 - 2)111 + 9m^a^a^j 

+ [-4/- 8j + 2-4( j-2)m + 9m^a,a. 
in (30) und 

+ [ 20/ + Ißj + 2 + 4(5j + 2)m + 9fn^a^a^ 

in (31). 

Man findet weiter, dass in (30) und (31) auch andere Glieder 
Yorkommen^ die mit a. und a_. multiplicirt sind, dass aber diese 
Glieder von der Form 



m*a^ 



sind, oder mit einer höheren Potenz von m als der vierten multi- 
plicirt sind. 

Ausserdem geht hervor, dass sämmtliche Glieder in (30) und 
(31), unter Voraussetzung der Form (32) für die Coefficienten, 
wenigstens von der Ordnung tn?^ sind, und dass in den Gliedern 

von der Ordnung m^^ nur die Coefficienten a^, a±t> «±2, > o±i 

vorkommen. Diese Gleichungen sind also geeignet, durch successive 
Annäherungen die Coefficienten a±j zu bestimmen. 

Zu diesem Zwecke verschafit sich Hill zuerst Gleichungen, 
die nur a. und nicht a.y enthalten, wenigstens nicht die Glieder 
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von der Ordnung m^^ in a^j, was man offenbar dadurch erhalt^ dass 
man die Gleichung (30) mit 

und die Gleichung (31) mit 

- 20/ + 16j - 2 + 4(5j - 2)m - 9»i« 

multiplicirt und die Besultate addiri 
Man erhält dann die Gleichung 

- 248t7[4t(j-l) + 4/+4i-.2-.4m(f-J+l) + iii»]a,a. .+ 

*•— OD 

+ 9»»'2 [- */ + 8j + 2 + 4 { j + 2)m+ 9m^ a^a-i+^-i + 
+ 9m>2 [- 20/ + 16j - 2 + 4m {5j - 2) ^9m^a^ «-w-i = . 

Wird diese Gleichung mit dem Coefficienten Yon a,a^j der gleich 

48/[8/-2-4m + m>] 

ist^ diyidirty und fährt man mit Hill die Bezeichnungen 

r. ^^ i 4(y-l)»-f4y»+4y-2->4m(»-y+l)+m« 



(SS*) 



• 


8>«-2-4m+m« 


3 m* 


4>» - 8; - 2 - 4m(i + 2) - 9m« 


16>»* 


8>" - 2 - 4m + m« 


Sw« 


20>« - ley + 2 - 4m(5y - 2) + 9m« 



U] — 



^^ 16j« 8/ - 2 - 4m + m« 



ein, 80 nimmt die Gleichung die Form 

(33) = 2ü» »]«*«i-i+ ü]2«i«-<+i-i + (/2«<«--i--i 

an. Die Coefficienten haben die Eigenschaften 
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L;,o] = o, [jiJ\ — 1, 

mit Ausnahme des Coefficienten [0, 0], der unbestimmt wird. 

In (33) kann j positive oder negative Werthe annehmen. Die 
zweite oder die dritte Summe in (33) ist je nach ißiä Zeichen von j 
um vier Ordnungen in m kleiner als die Qfieder der niedrigsten Ord- 
nung in der Gleichung und man kann deswegen die Gleichung ge- 
nähert in einer der folgenden Formen scfafeibön: 



(33**) 



+ 00 +00 

«'s^OD is— OD 

+ 00 +00 



Wird Met üÄch einander j ^\i Ä', 8 u, s. w^ gesötzf y ef AäR 
man folgende Gleichungen, die erlauben^ die Werthe von a^ mit 
grosser Annäherung zu erhalten. Der Fehler von a±j ist in jedem 
f^all von der Ordnung 

aoö-i=(-l)«oS» 

«0 «2 = [2G'K «1 + ^ «o) + [2fi 1] «1 «-1* 
00^-2= (-2)(floai. + 0^0^)+ [-2, -Ijoifl.!, 

«o«8 = [3](öo^ + «i«i +öiflo) + [37 l]öia-2+ [3, 2]a,a-.iy 
ßo«-3= (-3)(aoa, + «i%+a,ao) + [-3, -I]rf.iaa + [-9', -2]a-2ai, 

U. 8. W. 

Elrst hier fthrt Hill Entwickelungen nach den Potenzen von 
m ein. Es ist nicht ohne Absicht, dass er diese Entwickelung auf- 
geschoben hat^ und Hill zeigt hier nochmals seinen scharfen Blick 
fiir die Bedür&dsse dto äiimerifichid^ BecMeiid. WäM mtsA die 
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obigen Aa84rftcke nach Pptenz^ yon m entwickeln wil}, so ist die 
Convergenz die9er £lntvicfcelangen von ißt Conyergenz der Bntr 
Wickelung der Nei^e^ rechter Seite abhängig, pißse Nenner haben 
4^e yonn 

8/ - 2 - 4m + m*, 

und ihre Entwickelung nach Potenzen von m ist offenbar um so 
schneller y je grösser j ist Die Gonvergenz ist am ungünstigsten 
für j' = 1 y in welchem Falle der Nenner lautet 

6 — 4m + m*. 

Wenn ein Bruch mit diesem Nenner nach Potenzen von m 
entwickelt wird, so ist diese Entwickelung convergent, so lapge m 
kleiner als der absolute Betrag der Wurzeln der Gleichung 

6 - 4m + m* « 
ist, d. h. ftlr 

m| </6. 



Nun lautet aber ein bekannter Satz aus der Theorie der Beihen, 
dassy wßnn eine Potepzrmhe 



OD 




n 

«SS 



mit dem Conyergenzradius X gegeben ist, die Belation 

Ä = lim-^ 

stattfindet Je grösser der Conoergenzradius ist, desto sehneüer nehmen 
also die Coeffieienten A^ an Grösse ab. Wenn es also möglich ist, 
für m eine Ghrösse Zy die sehr wenig von m abweicht, einzufBÜb^en, 
und es ßich zeigen wür^e, das^ (lie Ent^clpelung n^ Potenzen 

yon if einen gröaseren Conyergenzi;adius bpsitzt^ als Y6, so wird die 
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Entwickelnng der Coefficienten a^ nach Potenzen Ton x vor einer 
Entwickelung nach Potenzen von m Torzuziehen sein. 

Das Problem ist insofern nnbestimmt, als der functionale Zu- 
sammenhang zwischen m und x beliebig gewählt werden kann. 
Nehmen wir mit Hill an, dass 

x 
1 + o« 

und lassen wir a yorläufig unbestimmt^ so werden die Nenner, in x 
ausgedr&ckt, von der Form 

(1 _ 4a + ßa^x^ - (4 - 12a)« + 6. 

Setzt man diesen Ausdruck gleich Null, so erh&lt man für das 
Quadrat des Modulus der Wurzeln den Ausdruck 

6 
welcher ein Maximum für 



«=i 



hat Dies Maximum ist gleich 18, so dass die Entwickelung des 
Nenners für | x | < yiS convergirt Da man 



(84) m = 



1 +ix 



gesetzt hat, so wird es aber gleichzeitig nothwendig, den Nenner 
1 + ^x nach Potenzen Ton x zu entwickeln, welche Entwickelung 
nur für | « | < 8 convergirt Der Conyergenzradius ist also gleich 3, 
wogegen der Gonvergenzradius in der Entwickelung nach Potenzen 

Yon m gleich Y^=^ 2.45 ist Hill gewinnt also eine raschere Con- 
yergenz, indem er nach Potenzen von x entmckelt 

Er würde eine noch stärkere Convergenz erreicht haben, wenn 
er einen anderen Werth ftir a eingeführt hätte. Die vortheilhafteste 
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Wahl von a wird offenbar erhalten^ wenn der abeolute Betrag der 
Wurzeln des Nenners gleich der Wurzel der Gleichung 1 + er x » 
gesetzt wird^ also wenn 



o«"" l-4o + 6a« ' 



d. h. für tf = -J^, 80 dass man die Substitution 



m a 



1+1* 



macht, in welchem Falle der (gemeinsame] Convergenzradins gleich 
4 wird. 

Indem Hill durch (34) a^ f&r m einfährt, entwickelt er die 
Coefficienten a^ nach Potenzen yon x. Die ersten Glieder in diesen 
Ekitwickelungen lauten bis zu der sechsten Potenz von x 



«0 


3 
16 


x' + 


8 ^ 


21 
144 


«*- 


1 -,5 108767 . 
6 "^ 831776 


«-1 


19 
16 


«»- 


8 ^ 


11 
144 


** + 


5 . 2644 ^ 


«ö 


36 381776 * " 




25 
256 


** + 


553 . 
1920 "^ 


7486 
28800 


«« + 


• • • 


«-2 


* 


+ 


1920 ^ 


1863 

28800 


X« + . 


» ■ • 


Od 


888 
12288 


1 


■ ■ • 








«-8 


64 

4 <« t%t\r* 


«« + 


• • ■ 









Wir ziehen indessen vor, uns im Folgenden des Parameters m 
zu bedienen. In demselben ist nach Hill ausgedrückt: 



160 



Periodiaehe Lösungen- 



(35) 



«1 



■^-' + >' + -^-* + iä-'"' 



^-1 



«^ — 



a« 



=*-2 



^ — 



Od 



*~3 



lÖ , 5 , 43 
16 3 36 



25 ^4 + ^^5 + 



U 
27" 



wi* — r=- m* 



3Q741» 
2".3« 

7861 
2".3* 



m* — . • . 



>e 



m*» + . . . 



256 



1920 



6109 a , 



2».3«.5* 



* 



?3 . 299 



640 



2».3.5 



^111'» + ... 



833 e 



m® + . . . 



192 



Die FqiwbI (29) gi^bt uns C dvoh a^ und m ausgedrückt 
Werden die pbigep Werthe lon a^^ a.i u. s. w. eingea^t^i so 
erhält man 



(36) C=«,»{l + 4m + |m*+*-^m*- 



1399 r 2047 e 



96 



256 



^^ • • «r • 



Von den Grössen a^, C und m ist nur eine als willkürlich sni 
betrachten. Wenn man nämlich in das jAoosi'sche Integral 



yu8 4 



die Seihen für u und s einführt, so erhält man offenbar — indem 
man das constante Glied linker Seite gleich C set^ — einen Aus- 
dnick Yon der Form: 



wo Pj und P, PoteuKFeil^en in m bezeichnen ^ von danen P, mit 
w} multiplicirt ist Wii^ C zwischen dieser Gleichung und (36) 
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eliminirt, so wird a^ durch m ausgedrückt Man bekommt in 
dieser Weise 



Diese Reihe wird von Hill in der Form 



m'/. f^ 1 , . 1 « . 407 4 67 ß 






2304 288 



45293 a 

wr 

41472 



-...) 



geschrieben. Aus (36) und (37) erhalten wir ftir C die Gleichung: 

Die analytische Darstellung der periodischen Bahnen in der 
Nähe einer der anziehenden Massen ist hiermit vollständig erledigt 
Wenn die synodische ümlaufszeit der unendlich kleinen Masse (des 
Satelliten) gegeben ist, so geben die obigen Formeln unmittelbar 
den Ausdruck für die Goordinaten ak Functionen der Zeit Es ist 
Yortheilhaft, die Formeln (24) etwas abzuändern , indem man erst 
Polarcoordinaten q und 9 einführt, so dass 

l = (>cos9), 

t] ^ Q sin ^ 

ist 

Die Gleichungen (24) können dann in der Form 



(39) 



+ 00 

()C0S(9 — t) = 2^i<^82tT, 

IB-OO 

+ 00 

Q sin (y — ' t) = ^a,sin 2t t 

lae— OD 



geschrieben werden. 

CHAHun, Mechanik des Himmelt. II. 11 
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Die synodische Umlaufiszeit des Erdmondes ist 12.37 mal kleiner 
als ein Jahr. Setzen wir 



'" = 12^7' 



erhalten wir also die periodische Bahn eines Satelliten, der die- 
selbe synodische Umlaufszeit besitzt wie der Mond. Die Reihen (39) 
haben hier folgendes Aassehen 

r cos (y - t) = Oq {1 - 0.007 180039455 cos 2t 

+ 0.000006042459 cos 4r 
+ 0.000000032576 cos 6 t 
+ 0.000000000 180 cos 8 t} , 

r sin (9? - t) = o^l 0.010211 454396 sin 2t. 

+ 0.000006714879 sin 4t 
+ 0.000000027499 sin 6t 
+ 0.000000000157 sin 8t}, 



wo 



«0 = --^?^ 0.999093 141 962 
^ (1 + mfl* 



ist Man muss sich erinnern« dass die ,,canoni8che'' Längeneinheit, 
deren Werth wir für diesen Fall vorher angegeben haben, hier zu 
Grunde gelegt wird. 

Die obigen Ausdrücke, welche von Hill in seiner Mondtheorie 
benutzt werden, geben ein vortreffliches Bild von der raschen Conver- 
genz der Reihen. 

Sämmtliche periodische Bahnen, die hier betrachtet werden, 
schneiden die Achse der |-Coordinaten senkrecht Es ist von Inter- 
esse, die Relation zwischen dem Abstand — 1^ — dieses Schnitt- 
punktes von m, und den Parameter m aufzusuchen. 
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Für t^t^ erhalten wir 






im-a> 



nnd aus (35) und (37) bekommt man also 

(40) lo = »«'•{1 - Y »" - "18- *" - "m^ + rm"^ '"]' 
Die ümkehrung dieser Beihe ist yon der Form 

(40*) m = |;/.{1 + a^ i;/. + «,|o-/. + a,|o'^. + ...}. 

Ich erinnere daran, dass die Länge der Periode den Aus- 
druck 2nm hatte. Die obigen Formeln zeigen, dass fOr die perio- 
dischen Bahnen, die hier in Betracht kommen, die Länge der 
Periode mit dem Abstände ^ wächst, wenigstens wenn m sehr 
klein ist Hierin liegt ein wichtiger Unterschied zwischen den 
periodischen Bahnen in der Umgebung von m^ und den periodischen 
Bahnen in der Umgebung der Librationscentra. Für diese Bahnen war 
nämlich die Länge der Periode nicht vom Abstände Ton den Libra- 
tionscentren abhängig, sondern hatte einen bestimmten Werth, der 
für alle periodischen Bahnen in der Nähe jedes Librationscentrums 
gemeinsam war. 

Obgleich, fiir sehr kleine m, 1^ mit m stetig wächst, so ist dies 
aber nicht mehr der Fall, wenn m grösser wird. Wenn m wächst, 
kommt man zuletzt zu einem Maximalwerth, für welchen 

(41) 4^=0 

^ ' dm 

ist, und wenn m noch grössere Werthe annimmt, zieht sich der 
Schnittpunkt der periodischen Gurve mit der |- Achse gegen m, zurück. 
Unter Anwendung der Reihe (40) bekommt man für (41) 
folgende Form 

A 2 10 44 , 979 . 

3 9 27 486 ' 

welche Gleichung die Wurzel 

11* 
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1 
m = 



2.86 



hat, wobei aber zu bemerken ist, dass die hier Temachlassigteu 
Glieder vierter und höherer Ordnung eine merkbare Correction 
dieses Werthes geben können. 

Hill behandelt diese Frage nicht mittelst seiner analytischen 
Formeln — die aber erlauben, eine hinreichend genaue Discnssion 
dieses Themas durchzuführen — , sondern mit Hilfe mechanischer 
Quadratur. Den Werth von m, der dem Maximalwerth von 1^ ent* 
spricht, erhält er ungefähr gleich 2.8. 

Setzt man in den Formeln (39) r = -^ , so erhalt man den 

Abstand des Schnittpunktes der Curve mit der Achse der i;-Coordi- 
naten. Wird dieser Abstand mit % bezeichnet, so ist nach (24) 

^/o = ^0 ~" ^ + «2 "~ ^ + • • • 

— a_i +02"" ^-s + • • • > 
oder nach (35) 

Wird der Werth von a^ (37) hier eingesetzt^ so erhält man 
(42) rio = m"/'!! - I m + ?^^« + _^^3 _ ...| . 

Bei sehr kleinem m wächst % mit der Länge der Periode. 
Für die nähere Untersuchung der Werthe von % ist die obige 
Darstellung unzureichend, und es genügt wahrscheinlich hier nicht 
höhere Potenzen von m mitzimehmen, sondern man muss zu mecha- 
nischer Quadratur oder Entwickelungen nach Potenzen der Zeit 
seine Zuflucht nehmen. 

Setzt man in (39) m = -j^, ^, \ u. s. w., so erhält man die 
Formeln, welche f&r einen Satelliten gelten, der 10, 9, 8 u. s. w. 
synodische Umläufe in der Zeit T macht In dieser Weise, und 
zwar zum Theil unter Anwendung mechanischer Quadratur, erhält 
Hill die folgende Tafel: 
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Periodisehe Lösungen. 



Der erste dieser Satelliten hat dieselbe synodische ümlaofszeit 
wie der Mond der Erde. Der in der letzten Zeile aufgenommene 

Satellit wird nnten näher be- 
sprochen werden. 

In Fig. 12 sind nach Hill 
einige der in Tabelle Vil ent- 
haltenen periodischen Bahnen 
gezeichnet, nämlich diejenigen, 

welche den Werten — = 4, 3, 

1.78 entsprechen und ausserdem 
die Bahn des Erdmondes. Es ist 
ersichtlich^ wie der Schnittpunkt 

mit der |- Achse für — < 3 

171 

sich der Masse m, nähert. 

Die hier betrachteten perio- 
dischen Bahnen schneiden sämmt- 
lich die |-Achse und ebenfalls 
die 17-Achse senkrecht, oder ge- 
nauer ausgedrückt: es giebt 
immer einen Punkt, wo diese 
Bahnen die Achsen senkrecht 
schneiden. Dies hindert aber 
nichts dass die Gurren auch — 
in anderen Punkten, die dann 
Doppelpunkte sind — die Achsen 
unter einem schiefen Winkel 
treffen können. Das Auftreten 
solcher Schleifen kann man, wie 
PoiKCABfi (M6th. nouT. L S. 108) 

gezeigt hat, mit Vortheil mittelst Entwickelungen nach Potenzen 

der Zeit studiren. 

Wird die Achse der 17-Coordinaten um die Zeit ^ = von 
einer periodischen Bahn senkrecht geschnitten, kann man die Coordi- 
naten in der Umgebung dieses Punktes durch Potenzreihen yon 
der Form 




Fig. 12. Periodische Bahnen in 
der Nähe von ffi,. 
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(43) 






attsdrttckoi. WerdeB diese Beihen in die Differentialgleichungea (9) 
eingesetzt, so erhält man Recorsionsfonneln f&r die Coefficienten, 
aus denen folgende Werthe herrorgehen (Hill, S. 256) 



(43*) 



2.3 A, = 

3.4 Ä^ = 

4.5 J^ = 8A^ + SA, + |f;o-6(»o' + 2t/, ^,) o,- t/o"» J„ 



4J, + 3»j-»j<,-8ü<,, 

6^ + *'»o-*(3V + H^» 



und man hat also 



(44) 



^ = ''»'-(l^ + T- + w)'' + - 



Wenn eine Schleife aaf der i/-Ach8e auftreten soll, so muss | 
für drei benachbarte Werthe von t Terschwinden. Die erste Be- 
dingung für das Auftreten einer Schleife ist also, dass v^ sehr klein 
istj so dass die obige Oleichung dann genfthert lautet 



(44*) 



i--ot-^.t^ + ... 



Ist Vq negativ, so dass die i^-Achse in direktem Sinn Ton der 
Bahn geschnitten wird, so kann | nur für einen Werth von i ver- 
schwinden, nämlich für ^=0. Wird aber die 17- Achse in entgegen- 
gesetztem Sinn geschnitten, so ist v^ positiv und die |-Coordinate 
kann für drei Werthe von t verschwinden, nämlich für 



(45) 



^ = 0, 
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Da wir hier nur die Voraassetzang gemacht haben, dass t;^ 
klein ist^ so müssen solche Schleifen immer auftreten, so oft die 
Bahn des Satelliten mit kleiner Geschwindigkeit und im entgegen- 
gesetzten Sinne gegen die Bewegung von m^ und m^ um den 
Schwerpunkt die 17-Achse senkrecht schneidet. Hieraus folgt aber 
nicht; dass alle solche Bahnen auch periodisch sind. HierftLr ist 
erforderlich, dass die Schleife in einem bestimmten Abstand yon m, 
auftreten soll. Dieser Abstand ist gleich 0.7819 in canonischen 
Längeneinheiten. Hill hat nämlich durch mechanische Quadratur 
gefunden, dass ein Satellit, der mit der Geschwindigkeit 2.2410, im 
Abstände 0.2718, senkrecht zur Achse der |-Goordinaten ausge- 
schleudert wird, die 17-Achse im Abstände 0.7819 mit der Ge- 
schwindigkeit Null erreicht.^ Hill hat diesen Satelliten mit dem 
Namen „the moon of the lasÜunation'^ bezeichnet, und Poincak£ 
hat (L c.) — in der oben angegebenen Weise — gezeigt, dass die 
analytische Fortsetzung dieses Mondes zu Schleifbahnen fuhrt 

Solche Schleifen können auch auf der |- Achse vorkommen. 
Ist die Bahncurye zur |- Achse senkrecht» so kann man schreiben 



(46) 






wo aus den Differentialgleichungen (9) erbalten wird: 



(47) 



1.2 B, = 



2»o + 8lo - lo-^ 



2.3i?3=-4i?,-|„-3r„, 

3.4 £,= 6 5, + 35, + Ho-* (3»o* + ^lo A) . 

4.5 B,=- 8B, + 11,-6», (»„» + 2|, B,) - |,-3 B, , 



Hill giebt S. 255 die Werthe der j9-Coeffioienten bis zu B^ an. 



t Dieser Mond ist der letzte in Tabelle VII. 
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(46*) 



(46**) 



Man hat also 

Ist Oq sehr klein, hat man also genähert 



fl-»o'- (^0 --8^) <* + ••• 



Die f/-Coordinate kann ftkr drei benachbarte Werthe, nämlich 



t = 0. 



(48) 



' *• 8 f.» 



verschwinden, wenn die Grösse nnter dem Wurzelzeichen positiv 
ist Wir haben also hier zwei Fälle zn unterscheiden: 



*) So > öTt •'• S( 



31. 



n 



in welchem Falle v^ positiv sein muss. Hier treten also Schleifen 

auf, 80 oft die f-Achse in direktem Sinne 

mit kleiner Geschwindigkeit von der Bahn 

senkrecht geschnitten wird. Der Abstand 

des Doppelpunktes ist hier grösser als |^. Yig. IS. Schleifen 




t 



^) ^«<w 



jenfleits des Libra- 
tionspnnktes. 



Die Schleifen treten hier bei negativen Werthen von v^ auf. 
Der Grenzpunkt zwischen den beiden Fällen, dessen |-Coordinate 

gleich l:yS ist, fällt nach (IS'*) mit dem Librationspunkt L^ zu- 
sammen. 

unendlich kleine Schleifen können also in jedem Punkt der 
|- Achse auftreten, wenn der Körper mit kleiner Geschwindigkeit 
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senkrecht zur I-Achse auBgeschleudert wird. Damit eine Schleife 
entsteht y mass die Bichtnng, in welcher der Körper die I-Achse 
passirty ausserhalb Z^ eine directe, innerhalb Z^ eine entgegen- 
gesetzte sein. 

Ob auch periodische Bahnen mit solchen Schleifen yorkommen, 
kann nicht ohne besondere Untersuchung festgestellt werden. Es 
ist aber wahrscheinlich, dass eine periodische Bahn ezistirt, die in 
Z^ eine Spitze hat, in welcher die G^chwindigkeity indem sich der 
Körper dem Punkt Z^ nähert, gegen Null abnimmt ^ Die analytische 
Fortsetzung dieser Bahn sind Curven, welche um den Punkt Z^ 
eine Schleife bilden. Dass periodische Bahnen dieser Art existiren, 
findet man aus den Rechnungen von Dabwin. 

Die obige Untersuchung über die unendlich kleinen Schleifen ist 
unTollständig, insofern sie nicht direct auf Schleifen in dem Punkt Z^ 
oder in der unmittelbaren Umgebung dieses Punktes anwendbar ist 
In dem betreffenden Punkte kann man nämlich nicht die mit v^ 
multiplicirten Glieder in dem Coefficienten von fi in (46*) yemach- 
lässigen. 

Für eine Bahn, die im Punkte Z^ die |- Achse senkrecht 
schneidet, gelten die Potenzreihen 

l = So + «^o^ + --M 



oder, da 



ist, 



^ = 3 



f.' 



Die «7-Coordinate Terschwindet also für < = und — unter der 
Voraossetzimg, dass man berechtigt w&re, die mit fi, fi n. a. yr. 
multiplicirten Glieder zu Temachlässigen — aach ftr 



-±r/i- 



* Eine derartige periodische Bahn ist jedenfalls f = ,7 = 0. 



n 
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Dieser Wertfa toh t ist aber nicht sehr klein, was die noth- 
wendige Voranssetznng fi&r den obigen Schlnss ist» and folglich giebt 
es in Zj keine nnendlich kleine Schleifen. Bichtiger ausgedrückt 
würde man sagen, dass es hier keine Schleifen, deren Beschreibung 
eine unendlich kleine Zeit erfordert, giebt Es ist dagegen möglich, 
dass wirklich unendlich kleine Schleifen hier vorkommen können, 
die aber in endlicher Zeit beschrieben werden, und in der That 
weiss man, dass dies auch der Fall ist» da nämlich die periodischen 
Bahnen von der Familie o, die ?nr in § 4 untersucht haben, gerade 
diese Eigenschaft besitzen. Die ümlaufszeit in diesen Bahnen ist 
nämlich yon endlicher Grösse, auch wenn die Dimensionen der 
Bahnen unendlich klein sind. 

Man ist deswegen berechtigt anzunehmen, dass es periodische 
Bahnformen giebt, die eine Schleife um L^ bilden. Die Zeit, welche der 
Satellit braucht» um diese Schleife zu beschreiben, ist nach § 4 (4*) 
genähert gleich 

— 1^= = 0.488 x2w, 
und die Wurzeln der Gleichung 

in der Nähe Ton Z^ müssen also 

^»0, 

t = " ^ 1.52 

y y28 - 1 

sein. 

Wenn die Reihenentwickelungen (46*) für so grosse ^Werthe 
convergiren, würde dies Resultat direct aus diesen Reihen fest- 
gestellt werden können. 

Wenn die genauen Gleichungen (4) des asteroidischen Drei- 
Eörperproblems in Betracht gezogen werden, erleiden die Schlüsse 
von Hill einige Veränderungen, die hauptsächlich damit zusammen- 
hängen, dass die periodischen Bahnen in der Nähe yon m, nicht 
mehr zur Achse der ly-Coordinaten symmetrisch sind. Der Mond 
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„o{ the last lunation'' wird auch hier auftreten und ebenfalls die 
schleifenförmigen periodischen Bahnen, obgleich die Doppelpunkte 
sich nicht mehr auf der 17-Achse befinden werden. 



§ 6. Das CAucHY'sche Existenztheorem. Erweiterung desselben 

von POINCAR^. 

Die allgemeinsten Untersuchungen über die periodischen Lösungen 
rühren Ton Poincab£ her, welcher in ^^Les m^thodes nouvelles^ neue 
und allgemeine Methoden für ihre Aufsuchung aufgestellt hat. Er 
geht hier von einem Fundamentaisatz über die Integrale der Diffe- 
rentialgleichungen auS| den wir zuerst ableiten wollen. 

Ist eine Differentialgleichung 

vorgelegt , und lässt sich die Function tp in der Umgebung yon 
t=itQ, x = Xq nach Potenzen von t-^t^ und x-^x^ entwickeln, und 
gehört dem Werth t = t^ der Werth x = x^, so lässt sich das Inte- 
gral von (1) in der Form 

(2) ^ = '0 + <^i(^- ^0) + «2(^-0' + ••• 

schreiben, welche Reihe für eine gewisse endliche Umgebung von 
t=^tQ convergirt Die Coefficienten c^, c^ u. s. w, sind in eindeutiger 
Weise bestimmt, und die Reihe (2) ist die einzige analytische Inte- 
gralfunction, welche für t = t^ den Werth x ^ x^ annimmt 

Dies ist das berühmte CAucir^sche Existenztheorem. 

Diesem Theorem hat PomcAB£ eine wesentliche Erweiterung 
gegeben, durch welche er weitgehende Schlüsse in der Mechanik 
des Himmels hat ziehen können. 

Das Theorem von Poincabä wollen wir in drei Sätze theilen. 

Wir betrachten zuerst die Differentialgleichung 

(3) 4f = ''(''')' 
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und nehmen an, das8 die Fonction fp nach Potenzen Ton x ent- 
wickelt werden kann, und dass diese Entwickelung für { j: | < a con- 
▼ergent ist und zwar f&r alle t solche, dass 

(4) Q-^t^T. 

Dagegen setzen wir nicht yoraus, dass man die Function tp auch 
nach Potenzen Ton t innerhalb des Gebietes (4) entwickeln kann. 
Wir betrachten zwar (p als eine analytische Function von t im 
Oebiete (4), die in jedem Punkt u (0 ^ ci; < ^ nach Potenzen yon 
t^u entwickelt werden kann; es ist aber nicht nothwendig, dass 
der Convergenzradius so gross ist, dass die Entwickelung nach 
Potenzen von t im ganzen Oebiete (4) conyergirt 

Wir wollen dasjenige Integral yon (3) betrachten, dass für 
^ =3 gleich Null ist 

Zu dem Zwecke führen wir eine F^ction x ein, die durch 
die Differentialgleichung 

(3*) ^ = 9»' (''.') 



bestimmt ist, wo wir über die Function tp in der rechten Seite 
yon (3*) die Annahme machen, dass sie für | x | < a nach Potenzen 
yon X entwickelt werden kann, und zwar für alle / im Gebiete (4). 
Wird diese Entwickelung in der Form 



00 



(4*) y' = 2^n*^ 






geschrieben, so nehmen wir noch an, dass sämmtliche Coefficienten B^ 
im Gebiete (4) positiv sind. 

Hat die entsprechende Potenzreihe für 97 die Form 

OD 

(5) 9' = 2^«^"> / 1*1 <ö> 



174 Periodische Lösungen. 



30 setzen wir endlich TorauSi dass 

(6) \A.\<K- 

Wenn zwei Fonctionen <p und tp' der Ungleichheit (6) genügen, 
so wird dies yon Poikoab£ durch das Symbol 

(6*) ,p < y ' 

ausgedrückt, oder Tollständiger 

9<¥ (^g- ')• 



Sowohl A^ wie B^ sind im Allgemeinen Functionen von t und 
die Ungleichheiten (6) müssen ftir das ganze Gebiet (4) gelten. 

Wenn nun, fbr t ^0, x' = ist, so können wir beweisen, dass 

(7) |*|<x' 

für das ganze Gebiet O^t^T. 
Man hat n&mlich tOi t = 

<p =9P(0,0)-^, 
9.' = 9d' (0, 0) = 5, , 



und da nach (6) 








^0 <^o» 


80 ist also 




(8) 


dx 
dt 


daf 
< dt' 



welche Ungleichheit für kleine positive Werthe von t seine Gültig- 
keit behält Man hat also f&r dieselben ^Werthe 

(8*) \x\<x'. 

Die Ungleichheit (8*) muss erfüllt sein, so lange (8) besteht 
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Wir nehmen an, dass (8*) von ^ = bis t^t^<T seine Gültig- 
keit behUt, wir wollen dann beweisen , dass sie auch f&r ^Werthä 
etwas grösser als t^ bestehen moss. 

Für t^t^ hat man 

wo der Annahme nach 

I *i I < *i'- 
Dann ist für ^ =» /^ 

und nach [%"*) hat man also für / « i^ 



dx 
IT 



<-dT' 



so dass (8*) auch für ^Werthe etwas grösser als t^t^ bestehen 
muss und in dieser Weise können wir fortsetzen, bis man den 
Werth t == T erreicht 

Nachdem dieser Hil&satz bewiesen ist, wollen wir den zweiten 
Schritt machen, indem wir annehmen, dass in der zu behandelnden 
Differentialgleichung ein Parameter /u Torkommt. In Bezug auf die 
Differentialgleichung 

(9) ^-^Vi'.t.ii) 



machen wir die Voraussetzung, dass (p{x, tj ij) für | x { < a, | /Ei | < /^ 
nach Potenzen Ton x und jti entwickelt werden kann und zwar für 
alle Q^t^T. Wir schreiben also 
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(9*) 9P = 2^o^l^ = 2^«/»' 

\x\ < a, \n\ <p 

Wir wollen ein Integral yon (9) aufsuchen, das, für ^ = , 
gleich Null ist und nach Potenzen von /jl entwickelt ist. 
Wir setzen also 

(10) j: = Xq + fjLi^ + /i^Xj + ... 

und bekommen 



'^ \l \ dx dfi "^ dfii^^o 

■*" 12 l dx dfA*^ dx*[dfi) "^ 

d*^q> dx_ ^^^p| 

I • • • j 



oder nach (10) 

9)(x,^,/i) = y(xo,^,0) + 



+ 



^ 12 dx^dfi^ ^ \2 dfi*] 
+ . . . 

wo X^ nach den Potenzen yon x^, x,, ... ar«.! entwickelt erscheint 
und ausserdem von x^ und t abhängt 
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Die Differentialgleichimgen f&r o:^, x^ il s. w. sind also 

dt *" da;,^! "^ df^' 

dx^ dtp 1 yy -a , ^*y j I 1 ^ 

dt dx.'^^ 12 ÖV^ ^öiCo^/*^ [2 ö|i«' 



dx^ dip « 1 y 

Wir betrachten nun eine ähnliche Gleichung 

(11) ^ = ,>'(*',<,,»), 

wo 

(in 9"' - 2 Aj '"/*'- 2 ■»./*-. 

-0 
J J 

welche Entwickelnng Ar |x'| < a, \y^\<P ^"^^ ^ ^lle Q^t-^T 
conyergent ist, and wo 

(12) \^ii\<Sii 

ist 

Wird das Integral dieser Oleichong nach Potenzen von fi ent- 
wickelt und ist also 

so erhalten wir zur Bestimmung yon x^\ x^' u« s. w. die Gleichungen 

d Xi' d ip' / , dg/ 
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Wir nehmen an, dass für ts^O, 

und 

ist, und wollen beweisen, dass 

(13) l'«l<^'« (»« = 0, 1, 2, ...) 

fttr O^^^T. 

Aus dem eben bewiesenen Hüfssatze folgt in der That, dass 
für diese Werthe yon t 



Bemerken wir, dass die Ungleichheit (12) in der Form 



(12*) 



d'+^' 



9 



di^Bfi^ 






geschrieben werden kann, so finden wir zuerst, weil, für f = 0, 
x^ = Xj' = ist^ aus den Gleichungen 

dxi _ dg) dg) 

dt " öxo 1 "^ ö/tt ' 

dt " ÖV^i "^ "öTr' 
dass f&r kleine positive Werthe von t die Ungleichheit 

1*1 KV 

bestehen muss. Eine Wiederholung der früher 'geführten Beweis- 
führung zeigt uns dann, dass diese Ungleichheit für alle t zwischen 
und T erfüllt sein muss. 

Wir nehmen an, dass man in dieser Weise dargethan hat, dass 

*1 I < *l'> I *2 I < ^2'» ' • • » I ■'"-l I < *'«-! 
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ist 

Es war in der Tbat X^ eine ganze rationale Function von or^, 
^1» - • -9 ^m-u ^0 ^0 Goefficienten die partiellen Ableitongen der 
Function ip nacb x^ und /ti sind, und X^ batte eine äbnlicbe Zu- 
sammensetzung. Es ist also 

|XJ<Z',. 
Die Gleicbungen 

dt dxo**^ * ' 

dTJm _ ^y^ •' _L y 
zeigen also, weil, f)ir / » 0, jt^ = i-'^ = ist, dass für ^ == 



dt 



dif 



dt 



und also muss für kleine positive Wertbe von t 



X I << x' 



sein, und es l&sst sieb wieder dieselbe Beweisf&brung, wie in Bezug 
auf den ersten Hilfssatz, durcbftibren, so dass für alle t zwiscben 
und T die Ungleicbbeit (13) ibre Gültigkeit bebalten muss. 

In Bezug auf die Hilfsfiinction (p'{x,t,fi) wurde angenommen: 

1) dass sie, nacb Potenzen yon 2' und pt entwickelt, für 
I x' I < a und | ju | < p conyergirt und zwar f&r alle t zwiscben 
und T; 

2) dass die Coef&cienten in dieser Entwickelung grösser als die 
entsprecbenden Goefficienten in der Entwickelung yon (p{x,i,fi) 
nacb Potenzen yon x und fi sind. 

Es bandelt sieb darum, eine solcbe Hilfsfunction aufzusucben. 

12* 
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Wenn die Entwickelang yon ^{x, t, fi) nach Potenzen von 
X und fi. auch für | x | = a und fi =^ p seine Gültigkeit beibehält 
— was man hier immer annehmen kann, da man sonst den Gon- 
vergenzradius etwas kleiner nehmen kann — so giebt es immer eine 
positive Zahl M von der BeschaflPenheit, dass far 



man 

hat 

Dann ist nach dem Fundamentalsatz von Cauoht 



1 

• • 





M 
< 



a'p^ 



nnd also 



"('•'• "K «II (f)'(t)'- 



oder 



M 



(14) 9^(^»^M)<^ ^Wi. M* 

Die Function in der rechten Seite von (14) erfüllt also die Be- 
dingnngen, welche der Hilfsfimction (p' auferlegt sind. Poikcab£ 
zieht es aber vor, eine andere Hilfisfunction auüsustellen, da die 
obige flilfsfunction zu einer ungünstigen Integralfunction führt 

EIrstens bemerken wir, dass 

< 



(l__?-] ^ M^(l-«af)(l-«rt' 



wenn nur a gleich der grösseren der beiden Zahlen — und — ge- 
wählt wird. 

Weiter ist offenbar 

1 



(1 — a ») (1 - o ^) ^ \ - a(x + li) 

wie man durch eine Entwickelung nach Potenzen yon x und /u> 
direct findet 
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Es ist aber 



tt M{x 4- fi) __ M j^ 

1 — a (x + f») 1 — a (« + fi) ' 



und endlich hat man 



aMix-hfi) ^aJf(a? + ^) (1 + «(» + /«)) 



< 



Wählen wir ako die Vergleichsfimction <p\ so dass 

(15) «,' = lf(a? + /tt) (1 +a(a? + /*)) 

1 - a (a; + fi) 

80 ist 

9P(x,^,^)<9)' (Arg. ar, /^), 

wenn wir nur </ti0 Vorauaetzung tnaeheny dass (p, für fi = z = 0, 
verschwindet 

Unsere Aufgabe wird also zunächst die Gleichung 

M ß\ dx^ _ lf(a;-h|M)(l + a(x + ft)) 

dt l-o(a; + /«) 

ZU integriren. 
Gesetzt 

(17) * = a{ar + ^), 

hat man also 



ds Ms (1-^8) 



dt 1-8 



welche giebt 



lo«äW = ^'+^' 



wo C eine Integrationsconstante bezeichnet 

Der Voraussetzung nach soll das Integral die Bedingung er- 
füllen, dass, für / = 0, X = ist Es ist also 



und somit 
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Das Integral s soll nach Potenzen von /ti entwickelt werden. 
Setzen wir 

so können wir (18) in der Form 
schreiben. Man hat' also 



(18*) s^ i-2^--yT34Ä_ 



2A 



Das Minus-Zeichen vor der Quadratwurzel wird gewählt, damit 
wir dasjenige Integral erhalten, das f&r /ti = gleich Null wird. 
Dasjenige Integral, das dem Zeichen Plus yor der Quadratwurzel 
entspricht, wird aber dagegen, für ju = 0, unendlich gross. 

Die rechte Seite von (18*) lässt sich nach den positiven 
Potenzen von Ä entwickeln, und man erhält 

s^Ä + 2A^ + bÄ^ + ..., 
welche Reihe für 

convergent ist, d. h. — wenn ^ eine positive Zahl bezeichnet — f&r 



(19*) (TW < *""• 



Andererseits kann Ä nach Potenzen von /i entwickelt werden, 
wenn nur 

ist, eine Ungleichheit, die der Voraussetzung nach immer erfliUt ist 
Wenn t einen endlichen, aber beliebig hohen Werth hat, 
so kann jii immer so klein gewählt werden, dass die Ungleich- 
heit (19*) erfüllt ist Es ist aber zu bemerken, dass, indem t ins 



§ 6. Das CAüCHT^aehe EaoUtenxthßorem, Ertpaüenmg van PoarcARi:. 183 



Unendliche wächst, der ConTergenzradius ftbr /i gegen Null ab- 
nimmt Es ist also nicht erkabt ^==00 zu setzen. 

Das Besnltat, zu dem wir gelangt sind, ist also das folgende. 

Es sei eine Differentialgleiohnng 

(20) ^=,y(x,^,^) 

Yorgelegt Die Function (p habe die folgenden Eigenschaften: 
1] sie Tersch windet ftür /i = x = 0, so dass 

qp(0, ^0)«0 
für alle Werthe von t\ 

2) sie l&sst sich in eine Potenzreihe entwickeln nach 
Potenzen von x und fi, welche conyergirt, wenn Xj dem absoluten 
Betrage nach, kleiner als a ist, und wenn der positive Parameter /ti 
kleiner als j? ist, und zwar gilt dies für alle ^ welche dem Gebiete 

angehören. 

Es lassen sich dann zwei positive Zahlen M und u finden der 
Art, dass, wenn 

ist, man 

9<¥ (Arg. X, /*) 
hat 

Wir haben zweitens bewiesen, dass das Integral der Differen- 
tialgleichung 

sich nach Potenzen von 11 entwickeln l&sst in der Form 

X' — X^ + pLX^ + li*X^ + ... 

und zwar convergirt diese Beihe für alle /, welche der Bedingung 
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t^T 



genügen, wenn y^ hinreichend klein gewählt wird. Die obere Gfrenze 
T fSa t muss endlich sein, aber kann beliebig gross genommen 
werden. 

Das Integral von (20) kann dann auch in der Form 

(21) * = *o + M*i +f*'^a + ••• 

entwickelt werden , nnd da wir bewiesen haben, dass x^x ist, so 
ist die Seihe (21) auch conyergent ftir alle t^ welche dem Gebiete 
O^^^T' angehören, wenn nur /[& hinreichend klein gewählt wird. 

Wenn im Besonderen die Entwickelnng von tf{x^t^p) nach 
Potenzen von x nnd ju für alle reellen Werthe van t conyergiren 
würde, so conyergirt die Beihe (21) für beliebig hohe Werthe yon t^ 
wenn nur ^ hinreichend klein gewählt wird. Je kleiner ^ gewählt 
wird, um so grösser ist im Allgemeinen das Gebiet ftir <, für 
welches (21) conyergent ist Wir dürfen aber im Allgemeinen nicht 
schliessen, dass die Beihe (21) auch für ^»oo conyergirt. Die 
Conyergenz ist, nach der Terminologie yon Wsiebstrass, eine be^ 
dingte, indem die Grösse des Conyergenzradius (in (i) yon t (oder 
richtiger yon T) abhängig ist 

Es ist hier angenommen j dass es sich um dasjenige Integral 
handelt^ das, für t=sO, gleich Null ist 

Wenn, für ^ = 0, x nicht gleich Null, sondern, sagen wir, 
gleich ß ist, setzen wir 

und haben 

(22) ^ = V^ + ß^t,l^) = '^^.t,t^.ß)- 

Wenn die Function %ff sich nach Potenzen yon | entwickeln 
lässt, so kann das eben bewiesene Theorem benutzt werden und 
X lässt sich also auch hier nach Potenzen yon n entwickeln. Die 
Bedingung ist, dass x =^ ß keine ünendlichkeitsstelle oder überhaupt 
keine singulare Stelle der Function fp ist 
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Die Bedingnng, die oben gemacht worden ist, dass die Fonction 
ip{Xft,fi) für fi^x^O verschwinden soll, ist aach keine noth- 
wendige. Setzen wir nämlich in (20) 

* = l + ö(/), 
so erhalten wir 

d( /* . ii . X» dB 



^ = y(f + ö,^M)-^. 



und wenn die Funktion d so bestimmt wird, dass 



(28) 4t = 9'(^' ''<>)' 

80 erhalten wir 

(24) ^=^va + 0,t,f,)-^tp{e,t,0) 



und die rechte Seite von (24) ist eine Function von |, t und /jl, die 
ftlr I SS ^ SS yerschwindet Wählen wir noch den Anfangswerth 
Ton 9 f&r /saO gleich dem Anfangswerth ß von x fiir ^ = 0, so 
können wir das Integral von (24) und also auch von (20) nach den 
Potenzen von /jl entwickeln. HierftLr ist indessen noch erforderlich, 
dass die rechte Seite Ton (24) sich nach Potenzen von | entwickeln 
lässt. Anders ausgedrückt heisst das, dass x^O{t) durch keinen 
singulären Punkt der Function fp{xj t, ^) geht, wenn t alle reellen 
Werthe von NaU bis T annimmt 

Diu Integral der IHffereniidlgleichung 

-^ = qp(x, ^, (i), 

wo (p{x, t, fß) nach positwen Potenzen von fi m eine conner genie 

Reihe entwickelt werden kann für aüe t hn Oebiete ^ ^ ^ T', kann 

selbst in demselben Oebiete von t in eine Reihe nach positiven 
Potenzen von (i entwickelt werden 
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wenn nur ^ hinreichend klein gewählt wird, und ausserdem (p{x, tj fi) 
nach positiven Potenzen von or — .ar^ (/] entwickelt werden kann für 
alle t zwischen Null und T» 

Dies ist der Inhalt der von PomcABfi gemachten Erweitemng 
des CAucHY'schen Existenztheorems. 

Wenn, für / = 0, x ^ ß ist, so hatte man nach (22) 

Man kann hier ß als einen Parameter betrachten und, wenn \f) 
nach Potenzen von ß entwickelt werden kann, so lässt sich nach dem 
Obigen auch das Integral | — und also auch x — nach Potenzen 
von ß entwickeln. Das Integral x kann also unter der gemachten 
Voraussetzung nach Potenzen sowohl von pL wie von der Integra- 
tionsconstante ß entwickelt werden. 

Wir haben im Obigen vorausgesetzt, dass nur eine einzige 
Differentialgleichung von der Form 

-^ = (jp(ar, r,^) 
Yorliegt. Sind zwei gleichzeitige Differentialgleichungen 

zu integriren, so lässt sich die Discussion in ähnlicher Weise aus- 
fuhren und das Resultat fallt — mutatis mutandis — mit dem f&r 
eine Differentialgleichung geltenden überein. Das Aehnüche gilt f^ 
eine beliebige Zahl von gleichzeitigen Differentialgleichungen. 

Im n^Eörperproblem treten die Massen nt^, m,, . . ., m^^i der 
Planeten als Parameter aufl Die Integrale lassen sich hier nach 
Potenzen von mj, m^, . . ., iii„«i entwickeln für O^t^T — wenn 
nur diese Massen hinreichend klein angenommen werden — , so oft 
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die EEPiiBB'schen Ellipsen^ die man für n^ = nij^ =s . • . = 9ii,.i=0 
erhält, skh nicht gegenseitig schneidenj in welchem Fall die Störongs- 
fonction, fbr eine bestimmte Zeit, anendlich gross wird. Man findet 
diese Folgerung aas dem Satz von Poincab£ im nächsten Abschnitte 
näher begründet 

Auf diesen Satz hat Poincab^ seine Untersuchungen über die 
periodischen Lösungen im Drei-Körperproblem, welche wir im 
folgenden Paragraphen behandeln wollen, gegründet 
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Wir nehmen an, dass die Differentialgleichungen 

(1) 1^ = ^* («=1, 2, ...,n) 

vorgelegt sind, und dass X^ bestimmte Funktionen von x^, j:,, . • ., x^ 
und der Zeit t sind und ausserdem einen Parameter fi enthalten. 

Wir nehmen noch an, dass — wenn die Zeit wirklich in der 
rechten Seite von (1) vorkommt — J^ (i = 1, 2, . . ., n) periodische 
Functionen von t sind mit der Periode T. 

Die Integrale der Gleichungen (1) seien 

(2) ^i^d,{t,fA) (1=1, 2, ..., n). 

Wenn die Functionen X^{x^, x^, . . ., x^^ /, fi) sich nach den 
positiven Potenzen von ^ und von *< — ö<(^> 0) (i = 1 , 2, . . ., «) 
entwickeln lassen, so wissen wir aus dem vorigen Paragraphen, dass 
die Integrale ^^(r, fi) nach den positiven Potenzen von ^ und von 
den Integrationsconstanten 

(3) A = Ö,(0,M)- 0,(0,0) 

entwickelt werden können. 

Wenn die Entwickelung von J. nach Potenzen von ^ und 
Xj — 6. für alle reelle Werthe von i convergirt (es genügt, dass sie 
für O^t^T convergent ist), so convergirt die Entwickelung des 
Integrales für beliebig hohe Werthe von t, wenn fi hinreichend 
klein gewählt wird. 
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Wir können also, unter dieser Voranssetzung, schreiben 



(4) 



+ höhere Potenzen von ßu • • »t ß^ nnd fi, 



wo die Goefficienten der yerschiedenen Potenzen von ß^j ..., ß^ 
und fi gewisse Functionen von t sind. 

Die Entwickelung (4) conyergirt, wenn /jl hinreichend klein ge- 
nommen wird, für beliebig hohe Werthe von t Wenn die Inte- 
grale (4] periodische Functionen von t sind, so müssen also diese 
Reihen für alle Werthe von t (also auch für t^cc) convergent 
bleiben. Es genügt dazu Integrale auCzusuchen, die von r = bis 
t= T conyergiren. 

Es handelt sich darum, diejenigen Bedingungen au&usuchen, 
unter denen die durch (1) definirte Bewegung periodisch ist 

PoiNCAB^ formulirt das Problem in folgender Weise. 

Wir haben angenommen , dass die Function X^ von einem 
Parameter (i abhängig ist (im Problem der drei Körper ist /u als 
ein Repräsentant der „störenden'' Massen anzusehen). Angenonmien, 
dass man die Differentialgleichungen (1) f&r /i = integrirt hat, und 
dass man in diesem Falle gewisse periodische Lösungen gefunden 
hat, unter welchen Bedingungen hat man dann das Recht, hieraus 
zu schliessen, dass periodische Lösungen auch für kleine Werthe 
von fjL existiren? 

Der einfachste Fall, dem man begegnet, ist, dass die Coordi- 
naten x^ &Lr t^T und t = dieselben Werthe annehmen. Nach (1) 
werden dann die DifferenäalquotierUen der Goordinaten zu diesen 
beiden Epochen auch dieselben Werthe annehmen und die Bewegung 
muss nothwendigerweise periodisch werden. 

Dies ist aber keineswegs eine nothwendige Bedingung für die 
Entstehung periodischer Lösungen. Handelt es sich — wie hier 
angenommen wird — um die Bewegung von Massenpunkten, so 
entsteht eine periodische Bewegung jedesmal, wenn die Configwra» 
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Honen der MaBsenpmikte und die augenblickliche Veränderung der- 
selben ftr ^ B und tssT dieselben sind. 

Wir wollen zuerst den ersteren Fall betrachten. 

Das Integral der Gleichungen (1) hatten wir in der Form 

X. = fl, (tj fij 

geschrieben, oder, wenn wir die Differenz der Anfangswerthe ß. 

A = Ö.(0,f*)- 0,(0,0) 
mitnehmen wollen 

Die Bewegung sei f&r ^ = periodisch mit der Periode T, 
so dass 

e,(I',0) = 0,(0,0) (1 = 1, 2, ..., n). 

Wann entsteht eine Bewegung, die auch fbr ^ 4= periodisch 
ist? Offenbar ist dies der Fall, wenn 

Oi{T,fi)^d,(0,fi) (1=1, 2, .., n), 
ist, oder, nach (4), wenn 

( 0=^,» {(||).-(J5U A +•..+ Kit« - (Js)J^.+ 



(5) 



{1 = 1, 2, ..., n) 
ist 

Nach (1) können wir folgenden bequemeren Ausdrack f&r y>f 
finden: 

T 

(6) y^,=fl,dt 


oder 
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(6*) 





T 

+ fif-^dt + höhere Potenzen von ß^ und jit, 



wo unter den Integralzeichen jw = = /tfi = . . . « /?^ zu setzen ist 
Wir wollen diesen Ausdruck in der Form 



(7) 



I 



+ höhere Potenzen Yon ß^ und jti 



schreiben, so dass 

(7*) 
und 



^*i=/4|^'^'' 



A 



»=/ 






dt. 



Wenn die Gleichungen (5) oder 



(8) 



^1 = V2 = • • • = V« = 



sich nach ß^, /9, , . . . , /9, auflösen lassen, so erhält man ß^, . . ., ß^ 
als Potenzreihen, die nach Potenzen von n fortschreiten 



(9) 



ßi='PM (»= 1» 2, . . ., n). 



Die Anfangswerthe der Coordinaten waren 



(»•) 



W.=o = Ö,(0, 0) + /Sj 



und durch (9) sind also diejenigen Anfangswerthe bestimmt, welche 
zu periodischen Lösungen der DifiPerentialgleichungen (1) führen. 
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Nach § 3 im ersten Abschnitte sind die Lösungen (9) einfaelie 
Lösungen der Gleichungen (8), so oft die Determinante 



(10) 



z> = 



-^11» -^18' •••» ^\\ 



MI» 



Yon Null verschieden ist 

Im Allgemeinen sind in der Mechanik die Gleichungen (8) nicht 
von einander unabhängig. Angenommen , dass ein Litegral 

F{x^y Xj, . . ., x^, t)=^ C 

m 

der Gleichungen (1) ezistirt, das in t periodisch ist mit der Periode T, 
dann hat man 

^(0,(7', ^l), ..., 0,(7, fij, T) = F{d, (0, li), ..., Ö,(0, ^), 0) 
=^(ö,(2',iu),...,fl,(r,^),0), 

oder, da 

Ö|(7',iii) = fl,(0,fi)+V^, 
ist, so hat man 



(11) 



[ = F{e, (0, ^) + t/;, , . . . , ÖJO, ^) + t/;„ 0) 
-J'(Ö,(0,|u), ...,Ö,(0,|u),0). 



Die rechte Seite von (11) lässt sich nach Potenzen von t^^, 
. . . , tp^ entwickeln und verschwindet j wenn t^^ s i^^ = . . . s ^^ = 0. 
Wenn also n — 1 der Grössen t/Zj, t/;,, . . ., t/z, gleich Null ist, so 
muss auch die übrige Grösse verschwinden. Im Besonderen muss für 



auch xp^=z sein, wenn 



ist 
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Ekistirt ein Integral F dieser Art, so können also die Glei- 
chungen (8) nicht von einander unabhängig sein. Es genügt dann 
die n » 1 Gleichungen 



(12) 



Vi = 'V'j = • • • = V'ii-i = 



zu betrachten, und für die Entstehung einer einfachen Lösung ist 
erforderlich, dass die Determinante 



(12^ 



A = 



-^11 > ^12 j • • • j -^l,n— 1 

-^21 j ^22 > • • • > ^2, n-1 

-4i-l, 1> -^-1. 2> •••> 4i-l, «-1 



von Null yerschieden ist 

Eine der Grössen ß^ kann in diesem Fall beliebig gewählt 
werden, oder man kann zu (12) die Gleichung 



adjungiren, wo C beliebig gewählt werden kann. 

Sind zwei ähnliche Integrale vorhanden, können im Allgemeinen 
zwei der Gleichungen (8) als Folgerungen aus den n — 2 übrigen 
betrachtet werden u. s. w. 

Den zweiten Fall, in welchem periodische Lösungen auftreten 
können, den wir kurz dadurch charakterisiren wollen, dass die Con- 
figuration der Massenpunkte für ^ = und t ^ T dieselbe ist, wollen 
wir mit Poinoab^ unter einer besonderen Voraussetzung behandeln. 

Es seien die canonischen Differentialgleichungen 



(13) 



~dT 



dF 
dyi 



dyi __ BF 
dt "" dxi 



(t= 1, 2, ..., *) 



gegeben, wo F eine Function von Zj, . . ., ar^, ^u • • •, y, ^^^ M 
ist mit folgenden Eigenschaften: 
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1) F l&88t aich fbr alle reellen Werthe von y^, y^, » • m y« 
nach positiven Potenzen von fi entwickeln 

(13*) F^F^ + fiF,+^*F^ + ...; 

2) Fq hängt nur von x^, x^y . . ., x^ ab; 

3] .P ist periodisch in y^, y^, . . ., y^ mit der Periode 2n. 
Die Differentialgleichungen (13) lassen sich dann für ^ = 
leicht lOsen. Man erhält in der That, f&r fi s , 



dxi 



^"' d t 


— \j, 


dt " a«, ■" «' ^ ' ' '••' 


welche geben 




(14*) 


> 


(t= 1, 2, ..., s) 
y^ = n^/ + w,, 



wo a. und n^ eonstanie Grössen bezeichnen. 
Wenn nun 

Vielfache von 2n sind, so ist die Bewegung periodisch mit der 
Periode T. 

Wann existiren hier periodische Lösungen f&r fi 4= ^ ^^ ^®^~ 
selben Periode 7? 

Offenbar müssen wir im Allgemeinen zu diesem Zweck die 
Anfangswerthe a^ und to^ für x^ und y^ etwas ändern. Es sei also 
für / = 

^< = «< +/?i, 

yi = ö>< + yi, 

und wir führen statt x^ und y^ neue Veränderliche qp^ und rp^ durch 
folgende Gleichungen ein 



(15) 



ar, = a< + /?i + yi, 



(1=1, 2, ..., *) 

yi^^^i^ + ^i + Yi + v^i- 

CBABLEn, MMhanik des Himmela. IL 13 
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Für (p^ und fp^ erhalten wir die folgenden DifiEerentialgleichmigen 



(16) 



d<pi __ dF _ öF 

dt ~ ö y< "~ ö (ö< ' 

(t = 1,. 2, ..., s) 



dt ö«,"""*" 



Wenn qp^ und t/;^ für ^ = und i^ T dieselben Werthe (hier 
Null) annehmen y so ist die Bewegung offenbar periodisch mit der 
Periode T. 

Betrachten wir zuerst die Gleichungen 
(17) a/;jy) = t^.(0) = 0. (1=1, 2, ..., s) 

Da die Gleichungen (13) das Integral 

besitzen, so sind die Gleichungen (17) nicht von einander unabhängig; 
wir nehmen an, dass 

dF 



dx. 



+ 0, 



so dass die Gleichung i/; J7) == eine Folge der anderen Glei- 
chungen (17) ist Wir haben also die [s — 1) Gleichungen 

(17*) V^i{T) = («=1, 2, ..., *-l) 

zu betrachten, und können eine der Grössen ß^ beliebig wählen. 
Wir setzen 

(18) ß, = 0. 

Nach (6*) erhalten wir nun (i = 1, 2, . . . , 5 — 1). 
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(19) 



0=^,(20» -A/^ ät-ß,f^ät-...-ß..,f^^ ät 



T 

-g— ^ dt + Glieder, die höhere Potenzen von /9i , . . . , /9,_i 



und fA enthalten. 



Da Fq nnr Ton x^, x,, . . . , x^ nnd nicht von y^ y^j * - -9 y^ 
abh&ngt, so enthalten die mit y^, Yt^ • • m Y, multiplicirten Glieder 
in (19), die hier nicht ansgeschrieben worden sind, anch den 
Factor pL. 

Da 



eine Gonstante ist, so «erhält die Gleichung (19), nachdem durch T 
diyidirt worden ist, die Form 



(lö*) 



0» 



T 



Diese Gleichungen bestimmen die Werthe von ß^^ ß^, ..•, 
ß,^i. Die Lösung ist eine einfache, wenn die Determinante. 



ö«K 



ö«Fp 



doidoi ' *••» dojda^.j 



d*F« 



d*K 



da^^^doi' " ' ' öo,-iöa,_i 



▼on Null Terschieden ist Diese Determinante ist aber nichts 
anderes als die HsssB'sche Determinante von F^ in Bezug auf 

18» 
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Die Bedingung fär die Entstehung einer einÜEU^hen Lösung der 
Gleichungen (17) ist also, dass die Hsass^tcKe Determinante von F^ m 
Bezug aufs—1 van den Grössen jr^ , x,, . . . , x^ von Null verschieden ist 

Wir gehen nun zur Betrachtung der Gleichungen 

(20) y,(20-O (•«1,2,...,*) 

über. 

Wir können hier die Grossen ß^, /?, , . . . , ß^ als bekannt ror- 
aussetzen und brauchen also in (20) nur die mit ^| , y^, . . . , /^ 
und fi multiplicirten Glieder in Betracht zu ziehen. 

Wenn wir die Formel (6*) zur Berechnung von tp^ {T) anweoden, 
so erhalten wir 






"^^ dt + ,. 



d,A 



Es wurde aber angenommen, dass F,, von y^, y^, ■ •>, y, un- 
abhängig war; folglich muss man unter dem Integralzeichen f&r F 
die Grösse fiF^ «nf&hren und die Glieder ia f>t[F) haben also alle 
den Factor fi, was offenbar aach f&r die in dieser Formel vernach- 
lässigten Glieder gilt Wird durch den Faktor /t dividirt, erhalten 
wir somit 



(21) 



6 



Damit die periodische Lösung, die wir hier betrachten, eine 
analytische Fortsetzung der f&r jDt a^ erhalteaen Lösung sein soll, 
ist offenbar erforderlich, dass die Werthe filr /n »-m ^«« <^ 
wir aus (21) erhalten, mit fi versehwinden müssen. Die Gleichung (21) 
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enthält aber eih Glied, das den Factor > nicht besitzt ^ und folg- 
lich mnss dies Glied yerschwinden. Ist die Lösnng periodisch, 
80 müssen also die folgenden s Gleichungen stattfinden 



2' 

(22) o-j4fr''' (« = 1,2, ...,.). 



Die Gleichungen (22) zeigen, dass es für die Entstehung perio- 
discher Lösungen erforderlich ist, dass gewisse Belationen zwischen 
den Grössen x^ und y^ Ar ^ = Q, d. h. zwischen a^ und co^ be- 
stehen. In Tielen Fällen genügt es, die Grössen a»^ in geeigneter 
Weise zu bestimmen. 

Die Untersuchung der Gleichungen (22] wird von Poikoab& in 
folgender Weise ausgeführt Man setze 

T 

(23) IF,-] = -f J*/i dt. 



Die Grösse [F^] ist also das, was man in der Mathematik mit 
dem Namen „Mittelwerth der Function F^^^ bezeichnet 

Die Gleichungen (22) lauten 
(22^ ^ = t£-^-0 (1-1,2,...,,). 

Diese Gleichungen (22*) sagen aus, dass die Function [F^], als 
Function von co^, on^, ..., to^ betrachtet, ein Maximum oder ein 
Minimum sein muss. 

F^ ist eine periodische Function von y^, y,, ..., y^. Man 
hat also nach dem Theorem Ton Foübib& 

F^ ^^AcOB{m^y^ + ... + m^y^ + h), 

wo m^j . . . , m^ alle positiyen und negativen ganzen Zahlenwerthe 
annehmen. 



.#.'■ 






'■^WiM 






'S! 9 



~ „ • I 



sf^e SimunatioD aber alle solche 






7f. 'g- •*• -*• ;^ ■»• •»• -«^•ft* -B- 

i€>fS^^njii^^:a*|>i:^^St^agraphen die FolgeroDgan aas 
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wo 

ist, und Fq nur yon x^, x,, . . ., x^ abhängt, war nach dem vorigen 
Paragraphen 

(2) J5rW + o> 

(3) ^ = (« = 1,2, ...,.), 

wo H{F^ die HESSE'sche Determinante von F^ in Bezug auf # — 1 
der Grössen x^, x,, . . ., x^ bezeichnet 

Soll die Lösung von (21) nach y^^ Y%} - ' '* Y, ^^ einfache 
sein, so muss ausserdem die Gleichung 

(4) hif;^ 4= 

stattfinden, wo die HESSE'sche Determinante in Bezug auf q)j, q>,, 
. . . , 07^ zu nehmen ist 

Es kommt öfters vor, dass die Bedingung (2) nicht erf&llt 
ist, indem nämlich F^ nicht alle Grössen x^, x,, . . ., x^ enthält 
Obgleich die Behandlung dieses Falles leicht aus dem Obigen her- 
vorgeht, wollen wir, nach PoiNCARfi, diesen Fall besonders ins 
Auge fassen, da er im Drei-Eörperproblem häufig vorkommt 

Wir nehmen der Einfachheit wegen an, dass vier Freiheits- 
grade vorhanden sind, und dass F^ nur von x^ und x, abhängig ist 

Wir erhalten dann 

«8 = »4 = 

für /ti = 

' - — «1 , 's ^ S ' *8 "* S > '4 = ^4 » 

i^ + ^if ya = «i ' + «»«» y8 = ^8> y4 = ^4- 
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Die Bedingungsgleichungen (6*) des vorigen Paragraphen lauten 
hier (nach Zeichenwechsel) 













T T 







T T 













Da Fq nur x^ und x^^ enthält, so findet man, dass did dritte und 
vierte dieser Gleichungen /ü als Factor besitzt, indem man statt 
Fq überall iiF^ einzuführen hat, und die Bedingungsgleichungen 
lauten 

(6) = Vx=r, = ^ = ^- 

Die ersten zwei dieser Gleichungen haben die Form 



(7) 



^ — '^ißx+^tß%+ Glieder, die mit jti verschwinden, 
= -iji /?! + A^^ ß^ + „ „ „ ^ „ , 
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O' J dxidxj 





wo 

ist 

Nach (7) lassen sich ß^ and ß^ als Potenzreihen nach fi dar- 
stellen, welche mit fi verschwinden , unter der Voraussetzung, dass 
die Determinante 



11» 



'si> 



A, 



nicht Terschwindet 

Diese Determinante ist nichts anderes als die HsBSB'sche Deter- 
minante Yon Fq nach z^ und x,. Wir nehmen also an, dass 



(8) 



H{F^)^0. (Arg. or,, xj 



Die übrigen beiden Gleichungen 

0= — = ^^ 

enthalten theils Glieder , die mit ß^ und ^ multiplicirt sind, aber 
ausserdem ein Glied, das mit ^ und ß^ nicht yerschwindet 

Die Anfangsbedingungen müssen somit in solcher Weise be- 
stimmt werden, dass diese Glieder gleich Null sind. Wir erhalten 
also die Bedingungen 



fi J ox^ Oft J ax^ ' 





oder wenn man die Function [F^'] einfährt 



d[F,] _ 



(9) 



d x^ 

dx^ 



= 0, 



= 0. 
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Was die BediDgungsgleichangen 

9,(20-0 



betrifiEty so werden sie in gleicher Weise behandelt, wie im yorigexk 
Paragraphen. Sie erfordern, dass 

(10) Tf = Ö- ('=1.2,3,4) 

Die Werthe von y^, y^, y, und y^ bilden eine einfache Lösung^ 
wenn die HESSE'sche Determinante von [jPJ nach co^, a>,, m^ and 
d^ von Null verschieden ist 

In demjenigen Falle, dass F^ nur von x^ und x, abhängt, 

müssen also die Anfangsbedingungen für x,, x^, y^, y^» ys ^^^ y«' 
d. h. die Werthe, welche diese Grössen für ^=0 und ^ = an- 
nehmen, so bestimmt sein, dass [i^^], als Function dieser Grössen 
betrachtet, ein Maximum oder Minimum wird. 



§ 9. Die Form der Entwickelung der Störungsflinction. 

Für die Untersuchung der periodischen Lösungen ist es noth» 
wendig, einige Formen der Störungsfunction, die früher nicht ge* 
geben worden sind, abzuleiten. Ich werde mich dabei auf die erste 
Potenz der störenden Massen beschränken — d. h. auf die Form 
der mit F^^ bezeichneten Function — , obgleich die meisten der 
folgenden Besultate leicht auf die strenge Form der Störungsfunction 
übertragbar sind, wenn man sich der Jaoobi* sehen canonischen 
Elemente bedient. 

Die Störungsfunction ist von den drei Abständen r, r' und /' 
abhängig, und man hat 

(1) r"* == r* + r'* — 2rr'co89>, 

wo <p den Winkel zwischen den beiden Radienvectoren r und / be- 
zeichnet 
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Durch die excentrische Anomalie w ausgedrückt ist 



und 



r = a (1 — € costr) 



r = a'(l — e'costc'), 



wo w und u/ mit den mittleren Anomalien / und /' durch die Formel 



(2) 



w — e sin w ^ l, 
ir'— e' sin 1(7'= l 



(in 

verbunden sind. 

Diese Formeln zeigen, dass r und / in FoüBEBB'sche Reihen 
nach den Vielfiachen von / bez. /' entwickelt werden können: 



(3) 



OD 



r =^iB^ + y:B.C0Bil , 



OD 



r' = |i?^'+2i5/co8»r. 



oder 



Die Werthe der Coefficienten sind in IV § 9 angegeben. 
Schreiben wir (2) in der Form 

to — i — esin(tr — / + /) = 
w — / = «cos/sin (w — /) + esin/cos(to — /), 



so ist nach dem Theorem von Lagbangb ersichtlich, das tr — / als 
.eine Beihe nach Potenzen yon «cos/ und esin/ dargestellt 
werden kann 
(4) to — i = Pj (e cos /, e sin /) , 



welche Seihe f&r e = yerschwindet 
EbenÜEJls hat man 



(4*) 



tr'-/' = P/(e'co8/', «'sin/O 
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Ffir die wahre Linge v im der Balm hat wum M^Bodeii be- 
kannten Aosdrack in den oscolirenden EHementen: 



00 

(5) V ^n + l + 'S^a^mn^lf 



wo «1 als Potenzreihe in e dargestellt werden kann. Diese Coeffi- 
cienten sind Ton der Form 



und hieraus folgt, wie in VI § 2 in einem ähnlichen Fall, dass 
a^nin il nach Potenzen yon ecosl und esin/ entwickelt werden 
kann. Man erhiüt also 



(6) 



V ^ n + / + P, (e cos/ , e sin/), 
ü' = ;r' + /'+P,'(e'co8/', if'sin/'). 



In Bezug auf die Darstellung des Winkels 9^ in (1) wollen wir 
zuerst den Fall betrachten, dass die Bewegung der drei Korper in 
einer Ebene etat^tndet 

Dann ist 

und man findet aus (5), dass in diesem Fall 9 von /, /' und n—n' 
abh&ngig ist. Weiter ist offenbar r'', und auch die Störungsfnnction, 
eine periodische Function dieser Veränderlichen. Man könnte dies 
schon aus V § 10 sohliessen. Hier können wir einen Schritt weiter 
gehen, indem n&mlioh aus (8) und (5) unmittelbar folgt, dass. 
r, r' und r'\ und somit auch die Störungsfunction, uuTerändert 
bleibt, wenn man 

/ mit - / 

/' — /' 

n -— n' „ n' ~- n 
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▼ertaiiBcbt Die Entwii^elimg der Stönrngefimctioii muss also die 
folgeade Form haben 



(7) 



^1 = ^A.P.j<^{il + i'f +J{^ - ^0), 



wo jii,i^,j von Oj d^ e und e' abbängt, und /, { nnd j alle positiven 
und negativen ganzen Zahlenwerthe annehmen. 

F^ ist also eine gerade Function von /, T und « — «'. 

Aus (8), (4) und (6) folgt weiter, dass F^ als eine Function von 
a, d, ecosl, esinly e^cosT, e'sin/' und von X^X betrachtet 
werden kann, wo 

A a= 91 + / s mittlere Länge 

ist, und zwar lässt sich F^ nach Potenzen der Grössen 

e cos l , e sin / 
e' cos /', e' sin /' 



entwickeln, wobei die Coefficienten periodische Functionen von 
A — Ä' sind. 

G^hen wir zu dem allgemeinen Drei-Eörperproblem über, so 
wissen wir aus V § 9, dass der aufsteigende Knoten der einen 
Planetenbahn auf der unveränderlichen Ebene mit dem absteigenden 
Eoioten der anderen Bahn zusammenfällt Der Abstand r" zwischen 
den beiden Massen m und m' lässt sich also (von den Grössen 
zweiter Ordnung der Massen 
abgesehen) in der folgenden 
Form schreiben 

(8*) r"«=r>+f'«-2rr'cosy, 
wo 
cos9>=sco8(p-i2)oos(i;'-i2^ + 

+8in(ü— ß)sin(ü'— iI)cosJ 
ist, oder, da Si ^ SX ist, 




(8) 



008 9P B 008(o — v") — 2 sin* -1^/011(0— ,i2)8iii(o' — £Q. 
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Es bedeutet hier / die gegenseitige Neigung der beiden Planeten- 
ebenen gegen einander, d. L die Summe der Neigungen der Planeten- 
bahnen gegen die unTeränderliche Ebene. 

Es ist aber nach (5) 



- fl«/ + «- fl + 2«<8int7, 



oder, wenn man mit Delauvat 



setzt 

v' ^ Q^t +g' + Sa/sintY 



(9) 



und ' 

(9*) ü-ü' = 2-r+y-^ + ^a^%mil - ^a!miir. 

Setzt man diese Ausdr&cke in (8) und (8*) ein, so findet man, 
dass /' und ebenüalls F^^ periodische Functionen ron 

Z, f, g, und g' 

sind, die nach Potenzen von e, e' und sin*^/ (/=i + i^ ent- 
wickelt werden können, mit Coefficienten, die von a und d abhängen. 
Diese Ehitwickelungen werden nicht geändert, wenn man gleich- 
zeitig die Zeichen yon /, t, g und ^ wechselt F^ ist also eine 
gerade Function dieser Grössen, und wir können schreiben 

(10) F^ = 2^<^8(i7 + VV +jg +fg'). 



§ 10. Periodische Lösungen der ersten Gattung. 

PomoABfi geht bei seinen Untersuchungen über periodische 
Lösungen yon den Differentialgleichungen f&r die oeeuUrenden 
Elemente aus, und er wird hierdurch zur Aufstellung der folgenden 
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drei Gattangen periodischer Lösuiigen des Problems der drei 
Körper gefbhrt: 

Für die erste Oattsmg sind die Neigungen Null und die Excen- 
tridt&ten verschwinden mit den kleinen Massen (^ s 0) • 

Für dis zweite Gattung sind die Neigungen eben£Alls Null, die 
Excentricit&ten behalten aber für jti « eine endliche Grösse. 

Die dritte Gattung umüasst die Fälle, wo die Neigungen end- 
lich sind. 

Die erste Gttttung würde man geneigt sein als einen Special- 
fall der zweiten Gattung zu betrachten. Sie unterscheiden sich aber 
in einem wesentlichen Punkt Betrachtet man nämlich (f&r jü « 0] 
zwei Planeten, die sich mit gleichförmiger Bewegung in kreisförmigen 
Bahnen um die Hauptmasse bewegen, so ist die Bewegung dieser 
drei Massen immer als eine periodische zu betrachten, indem näm- 
lich die Periode gleich der synodischen ümlaufszeit der beiden 
Planeten ist 

Anders stellt sich die Sache, wenn es (für m ^ 0) sich um zwei 
Planeten handelt» welche sich in elliptischen Bahnen um die Central- 
masse bewegen. Die Bewegung kann auch hier periodisch sein, 
aber nur unter der Bedingung^ dass die mittleren Bewegungen der 
beiden Planeten commensurabel sind* Man steht hier offenbar vor 
einem Problem ganz anderer Art, als im Yorigen Falle. 

Werden die mittleren Bewegungen der beiden Planeten (für 
/u = 0) mit n und n' bezeichnet {n>n')y so ist die synodische üm- 
laufszeit T gleich 

2n 



n-^n' 



Die Bewegung ist also, für /bi = 0, periodisch mit dieser 
Periode, wenn die Bahnen kreisfönnig sind. Giebt es dann auch 
für ju > periodische Bahnen mit derselben Periode? 

Es gelingt PoiNCASfi eine Antwort auf diese Frage zu finden, 
fast ohne die Differentialgleichungen der Bewegung in Betracht zu 
ziehen. Wenn nämlich das von den gegenseitigen Abständen r, 
r', r" der drei Körper gebildete Dreieck für < = und für / = T 
dieselben Dimensionen hat, und wenn ausserdem die Ableitungen 
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Yon r, r' und /' in diesen beiden Epochen die gleichen sind, so 
musB offenbar die Bewegung periodisch ausfiallen. 

Wir haben aber im vorigen Paragraphen gefunden, dass die 
Abstände r, / und /', wenn die Bewegung in einer Elbene statt- 
findet» nur yon den folgenden Grössen abh&ngen: 

a, e cos/y € sin/y 

(1) 

o", / cos tj tf^t 

und X — X\ und dass sie in X — X periodisch sind, mit der Periode 2%, 
sowie dass sie nach Potenzen von e cos /, « sin Ij e' cos t und e' sin f 
entwickelt werden können. 

Weiter haben, weil die Elemente a, «, u. s. w. osculirend sind, 
die Ableitungen von r und / dieselben Ausdrücke in der ungestörten 
und in der ^^gestörten" Bewegung. Es ist also 

dr na^e . 
-T-r = sm w , 

dt r ' 



dr' n'a'^^ . , 
— r— = ; — sin IC 

dt ^ «"* «/ 



r 



Av Ar' 

SO dass -j^ und -^ nur Ton den sechs Grössen (1) abh&ngen. Da 

r"' « r* + ?^* — 2rr'cos(ü — ü') 
und 



dv __ V/nfl(l - fl») 
dt " r* 

ist, so ist -TT- auch durch dieselben Grössen und X — X' bestimmt, 

at 

Damit die Bewegung periodisch ausfällt, ist also erforderlich, 
dass die Grössen (1) für / = und für t^2T dieselben Werthe 
annehmeu, und dass A — Jt' um 2n wächst 

Die mittleren Bewegungen n und n' sind durch die Formeln 
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bestimmt, wo A ^^a^ Ä ^ }fd and y und / zwei Ton den Massen 
abhängige Constanten sind. 

Für ^ a ^ a nehmen wir an, dass 

und A = Jq, Ä = Äq ist 

Um eine periodische Bewegung ftir /ti 4= ^ zu erhalten, nehmen 
wir an, dass e^ e, l und /' die Werthe 

^0' ^0' 'o' 

annehmen; dagegen kann man den Anüang der Zeit und die Lage 
der X-Achse so wählen, dass auch für ii^O 

A = A'«0. 

Die Anfangswerthe von A und Ä seien A^ + ß^^ und A^ + ß^ . 
Für t^T nehmen die Grössen (1), wo a gegen A vertauscht 
wird, die Werthe 

A + A + V'i* *o cos/o +1^3» ^0 sin/o + 1/^4, 
-^o' + A + V'i» V cos /,,' + v;^ , V^^V + V^ö 
und A — A' den Werth 

an. Die BediDguDgen für eine periodische Bewegung sind also 
(2) Y», = t^j =,,;,, = i;;, = ,^^ = i;», = V'e = 0. 

Es giebt aber zwei Integrale der Bewegung. Das Integral der 
lebendigen Kraft und das Integral der Flächen, welche lauten 

F=C, 

(3) 



wie im fünften Abschnitt bewiesen wurde. 

CaiBum, Ueebaidk dei wimm«!« u, 14 
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Was das Integral der lebendigen Slraft betrifift, so kann es 
nach Potenzen von ^ entwickelt werden 



und es ist 



so dass 



F =-L-4.-rL, 

2-4* ^ 24'* 






Wie im Paragraphen (7) findet man, dass t//^ und t^, ^^^' 
schwinden müssen, wenn ip^^ \p^, xp^ u. s. w. gleich Null sind. 
Wir müssen also die Gleichungen 

(4) i;;^ = 1^3 = 1^^ = t/;^ = V'e = 

auflösen und Poinoab£ fügt hierzu die Gleichung 

(4*) F^C, 

wo C als gegeben betrachtet wird. Die Anfangswerthe 

müssen so bestimmt werden, dass (4) und (4*) befriedigt sind. 

Um die Existenz einer einfachen Lösung dieser Gleichung dar- 
zuthun, genügt es zu beweisen, dass die Functionaldeterminante der 
linken Seiten dieser Gleichungen ftr Q^^^^ß^^ß^^e^^^e^^l^^l^' 
von Null verschieden ist 

Bei der Ableitung dieser Determinante ist es nicht nothwendig, 
die von n abhängigen Glieder hinzuschreiben. Es genügt diejenigen 
Glieder in (4) und (4*) zu betrachten, die nicht mit ju verschwinden. 
Mit anderen Worten können wir die Sache so ausdrücken, dass es 
für die Untersuchung dieser Determinante hinreichend ist, eine 
ungestörte Bewegung zu betrachten^ welche von den Elementen 
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4> +A» *o» 'o 
-4)' + A > 'o> ^0 



bestimmt ist 



FOr F^ würde man dann den Ausdruck 

erhalten, und für die neuen mittleren Bewegungen y und N' wfirde 
man die Werthe 

Ä^-8 



bekommen. 



-8 



2fr 

ine YViiiKeigTOSBen i uua a wuraeu yon r=u dib r=:is=- 

fi 

um 



Die Winkelgrössen / und l würden von ^=0 bis ^=:r= 

♦I— ' n 



Ä\-8 



^=^^-;^(i + -2.) 



wachsen, und /' und X' gleichzeitig um die Grösse 



Ä^- 



^' = ^'^=1^(1 + 4) 



Die Glieder in i/;^, i^,, t//^ u. s. w., die nicht /» als Factor 
haben, sind also 

V. = ;^. (.(• + :!:)"•-"•(' + in -^" 

yf, = «,' co8(V +Ü')- «„' COS V, V», = < sin{/„' + CTO - < »"» V- 

Es hat jetzt keine Schwierigkeit^ die Functiönaldeterminante J 
dieser Gleichungen aufzustellen. Es ist in der That 

14* 
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zl = 4 4 J3 , 

wo 

Jj = Determinante von F^ and t//^ in Bezug anf ß^ und /9, ; 

J, = Detenninante von t/;, und yj^ in Bezug auf e^ und /^ ; 

J3 = Determinante von \p^ und i/;^ in Bezug anf e^ und l^'. 

Es ergeben sich aber Air diese Determinanten die folgenden 
Werthe: 

. ^nnn' l 1 , 1 \ 

J, = ^o{(cos(/, + CT) - C08/J« + (8in(/, + C^) - sin/,)«}, 
J3 = <{(cos(/;+ V) - cos/;)« + (8in(V+ V) - sin V)*}, 

Jj verschwindet für J, = — ^^j', d. h. fllr n^-^Wj ein Fall, 
der von keiner besonderen Bedeutung ist 

Jj und J3 verschwinden, wenn ü und [7' Vielfache von 2n 
sind, d. h. in Betracht der Werthe dieser Grössen, wenn n ein 
Vielfaches von n -^v! ist Wir können diese Bedingung auch so 
ausdrücken, dass 

(5) n^-^T' 

wo t eine ganze Zahl bezeichnet 

Nur wenn die Gleichung (5) befriedigt ist, ezistiren keine 
periodischen Lösungen der ersten Guttung. 

Es giebt offenbar eine vierfach unendliche Zahl Lösungen der 
ersten Gattung, indem nämlich die Periode T^ die Constante C, die 
Zeit der Conjunction und die Länge der Conjunction beliebig ge- 
wählt werden können. 

Wir haben im fünften Paragraphen dieses Abschnittes nach 
Hill gezeigt, wie die Reihen, die einer solchen Lösung entsprechen, 
in einem bestimmten Falle thatsächlich aufgestellt werden können. 

Der Ausnahmefall (5), in welchem keine periodischen Lösungen 
der ersten Gattung vorkommen, hat ein besonderes astronomisches 
Interesse. Vom Standpunkte der Störungstheorie erklärt sich die 
Sache in folgender Weise. 
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Für die DELAUNAx'schen Elementen V § 6 lauteten die Diffe- 
rentialgleichungen 

V dL^_dJl d£ öj; 

dt ^ dl ' dt " ÖL' 

dG BF dg __ dj^ 

dt ^ dg * dt öG' 

dU _ dj[ dj^ dJ^ 

dt ~ dr ' dt ^ du' 

dG^_dI[ rf^_ dF 

dt "■ dg' ' dt ^ dG'' 

und hier bedeuten / und g bez. die mittlere Anomalie und die 
Perihellänge, und man hat 

Die Störungsfunction wird gewöhnlich durch die elliptischen 
Elemente L (oder a), e, L\ e' ausgedrückt^ und es ist offenbar 

dF Vi^Z IZ 

dG " ' Le de' 

SO dass die Bewegung des Perihels der beiden Planetenbahnen durch 
die Formeln 



(6) 



dg 
dt 


- 


Le 


dF 

de ' 


dg' 
dt 


s 


L'e' 


dF 

de' 



bestimmt ist 

Wir wollen die secularen Bewegungen [^] und [^'] der Peri- 
helien für sehr kleine Werthe von e und e' untersuchen. 

Wenn die mittleren Bewegungen n und tl nicht commensurabel 
sind, so hat man 
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d[9] 
dt 


yi-e» 

"■ Le 


dB 

de ' 


d[<n 

dt 


yi-e" 


dB 



WO i2 den gewöhnlichen secnlaren Theil der Störongsfunction be- 
zeichnet Es ist also für e = e' = 



dt 6 



m. = j' + B'±. 



Sie Perihelien haben mittlere Bewegungen, deren Grösse 
wesentlich yon dem Betrag des Verhältnisses zwischen den beiden 
kleinen Excentricitaten abhängt 

Ähnlich yerhält sich die Sache, wenn n und n' sich wie zwei 
ganze Zahlen i und j verhalten: 

wenn nur nicht die Differenz zwischen t und j gleich + 1 oder 
— 1 ist Wäre aber dies der Fall^ «würden schon in den Gliedern 
ersten Grades seculare Glieder auftreten und man würde ein 
Resultat von der Form 



m 



iUf.^+if + ci, 



erhalten. 

Hier tritt die Ausnahmestellung des Falles |t-— j| == 1 hervor« 
Für verschwindende e und e' würdß nämlich hier die seculare Be- 
wegung der Perihelien unendlich ^ross ausflEdlen. 

Es wäre verfrüht, hieraus den ^chluss zu zieheuj dass die Fälle^ 
wo |t— j| = 1 isty von keiner Bedeutung für die Astronomie seien« 
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Vielmehr kommen im Flanetensystem viele Fälle vor^ wo die 
mittleren Bewegungen dieser Gleichung wenigstens sehr nahe ge- 
nügen , obgleich die Excentricitäten , ftLr fi^O, verschwinden. 
AiBY hat in seinem classischen populären Werke ,»0n Gravitation'^ 
die hierbei entstehenden eigenthümlichen Bewegangszustände abge- 
leitet, und TissERAKD (Bulletin Astron. T. m 1886) und Backlunb 
(Bulletin de FAcad. Imp. de St P6tersbourg 1898) haben vom 
analytischen Gesichtspunkte diese Untersuchungen weiter geführt 
Im System der Satumstrabanten existiren, wie Tisseband und Back- 
JÄJKD bewiesen haben, mehrere solche Fälle, wie bei Hyperion-Titan, 
deren mittlere Bewegungen sich nahe wie 3:4 verhalten; bei Ence- 
ladus-Dione ist die mittlere Bewegung des erstgenannten Trabranten 
nahe gleich der doppelten mittleren Bewegung von Dione.^ 

Wir stehen hier vor periodischen Lösungen des Drei-Eörper- 
problems, die indessen in gewissem Sinne nicht den Lösungen der 
ersten Gattung angehören. 

§ iL Periodische Lösungen der iweiten Gattung. 

Diese sind dadurch charakterisirt^ dass die Ebccentricitäten für 
/A SB endlich sind. Die Neigungen sind gleich Null. Nach der 
Betrachtungsweise von Poincas£ geht man von den Verhältnissen 
für /LI » aus und stellt sich zuerst die Frage, wann ein System 
von drei Körpern, von denen zwei sich in festen EEPLEs'schen 
Ellipsen um den dritten Körper bewegen, ein periodisches System 
bilden. Offenbar ist dies der Fall, so oft die mittleren Bewegungen, 
n und n\ in den KsPLEB'schen Ellipsen commensurabel sind. Dann 
wird die Bewegung immer periodisch. Es sei also 

n p 

-^^ = 7« 

wo p und q zwei ganze Zahlen bezeichnen , die relativ prim sind. 



* Bbexdel hat in eeiner „Theorie der kleinen Planeten'' die Bedeutung 
dieses Falles für die kleinen Planeten untersncbt. Ich komme im dritten Bande 
dieser Vorlesungen zu dieser Frage zurück. 
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Wird der grösste gemeinsame Diyisor Yon n und n mit N be< 
zeichnet, so dass 

so ist die Periode T der Bewegung gleich 

2fr 



(1*) T 



W 



und die Masse fii, welche die mittlere Bewegung n besitzt, hat in 
dieser Zeit p Umläufe gemacht» die Masse m^ mit der mittleren Be- 
wegung n\ hat q Umläufe in der Ellipse YoUbracht. 

Wann existiren periodische Bewegungen für fi^O mit der- 
selben Periode T? 

Wir können nach V § 10 die Bewegung auf drei Freiheitsgrade 
reduciren. Die entsprechenden Differentialgleichungen lauten, wenn 
wir die Störungsfunction, die hier nur von den sechs Elementen 
L, L\ /| /', K^ k abhängt, mit F bezeichnen (als Function der ge- 
wöhnlichen DELAUNAY'schen Elemente wird die Störungsfunction 
mit F bezeichnet): 

dh dF dl dF 



(2) 



dt " bl' 


dt ~ ÖL' 


dV df 
dt dV' 


dr ÖF 
dt ■" ÖL'' 


dK ÖF 

dt ~ dk' 


dk dF 

dt ~ dK' 



WO 



(2*) 



Z == ß yäy l s mittlere Anomalie von m , 



yi 99 ^9 



K ^ß^a[\^e\ k^n-n\ 



Die Excentricität von m ist aus der Störungsfunction F mittelst 
des Integrales der Flächen eliminirt, welche lautet 

G^ + G' = /9 y^r^ + /?' )/fl (1 - e^ = c 

oder 



(8) zynr;? + i'yr^tf'» = c. 
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F erscheint also als eine Function yon Ly L\ l, l\ K und L 
Nach Potenzen von /i entwickelt hat man 

F = Fo + A*Fi +M*Ft + •••» 
wo 

<> 2L« ^ 2L'» 

oder nach V § 5 (wenn die Attractionsconstante » 1 gesetzt wird, 
und die kleinen Massen m und m' in der grossen Masse M als 
Einheit ausgedrückt werden) 

W i-o - 2L« + 2Z'« "" 2a ^ 2a' ^^ • 

Was Fl betrifft, so hat man nach § 9 den Ausdruck 

(5) Fi-2«cos(i7 + i'/'+j*). 

Für F^ hat man einen ähnlichen Ausdruck 

(5*) F^ = 2^c«>8(" + »'^' +i*)» 

nur ist in (5*) Ä als eine Function von L, Z', & und (r zu be- 
trachten, wogegen in (5) % nur yon Z, L und iT abhängt. Der 
Uebergang tou (5*) in (5) geschieht^ indem man in (5*) 

(6) G' = c - ä:, ö = ä: 

setzt 

Es ist also im Besonderen 

n\ aF _ SF BF 

welche Formel unten zur Anwendung kommt 

Wir gehen nun zur Au&uchung der periodischen Lösungen 
von (2) mit der Periode T über. 
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Da Fo nur yon X und Z' abhängt» so befinden wir nns in dem 
in § 8 behandelten Falle. Wir haben ako, nach der gegebenen 
Theorie, zuerst zu untersuchen, ob die HBSSE'sche Determinante S(JF^ 
Ton Fq nach Z und Z' yon Null rerschieden ist Man findet aber, dass 



(8) ^(Fo) 






ist, welcher Ausdruck ftr endliche Massen nicht verschwindet 

Für das Vorkommen periodischer Lösungen war noch erforder- 
lich, dass die Gleichungen 

^^^ dl " dv ""öF""' 

und ausserdem 

(9*) ^ = 

befriedigt sind, wo nach der Differentiation für L, L, l, V, K und k 
ihre für t = |u = geltenden Werthe eingesetzt werden müssen. 
Wir bezeichnen diese Anfangswertbe mit 

(10) h, L', /„, V Z„ A«. 
Nach (5) ist 

(11) [F,] = 2 « C08 ('• ^0 + '•' ^o' + 3 K) . 

WO t und i" alle ganzen Zahlenwerthe annehmen, für welche 

d. h. nach (1) 

(12) ,> + rj = 
ist 

Wir können also annehmen, dass 

(12*) i^Bq, V^-Sf, 

wo B eine beliebige ganze Zahl bezeichnet, und man hat 

Hier hat man 5 » 0, 1, 2, 8, ... zu setzen. 
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Die GleicboDgen (9) laaten: 

2»y«8in (*(?/„ -/»/„O +jk^) = 0, 

2> «8m(»{y(,-;,/,0+j*„)-O. 

Da /> und q bestimmte Zaiilen bezeichnen, so ist aber die zweite 
dieser Gleichungen mit der ersten übereinstimmend. Die beiden 
Gleichungen 

sind also identisch , und hieraus folgt , dass man eine von den 
Grössen /^ oder l^ beliebig wählen kann. Setze dann 

(13) /;==o, 

was in der That durch eine geeignete Wahl der Epoche erreicht 
werden kann. Es wird also angenommen, dass zur Zeit t=sO die 
Masse m' sich im Perihel befindet. 

Die beiden Gleichungen, die noch zu erfilUen sind, haben 
die Form 



(14) 



Diese Gleichungen sind erfüllt, wenn k^ und l^ eine Vielfiache 
Yon 180^ oder Null sind. Dies würde, geometrisch ausgedrückt, 
bedeuten, dass zur Zeit t = (und ^=3 0) die beiden Körper ent- 
weder in Conjunction oder in Opposition stehen, und zwar an der 
Apsidenlinie, welche für beide Planeten die gleiche Richtung hat 
Die Perihellängen können zusammenfallen oder sich um 180^ unter- 
scheiden. 

PoiNOAB]^ nennt dies, dass sich die beiden Massen in symmetrischer 
Conjunction oder Opposition befinden. 
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Dies ist indessen nicht die allgemeine Lösung der Glei- 
chungen (14). ScHWABZSOBiLD hat in A. N. 8506 darauf aufinerksam 
gemacht, dass es^ um die Gleichungen (14) zu befriedigen, nicht 
nothwendig ist, dass l^ eine Vielfache von 180^ ist, sondern es 
genügt, wenn dies mit ql^ der Fall ist 

Wir kommen hiermit zu den beiden Lösungen 



cc) k^ss n — n =^ 0, ^0 ~ ^ * 



1 



ß) k^^n^n' = 180^ /o == ^ • — 



Die Zahl r kann hier eine beliebige ganze Zahl bezeichnen, 
es genügt aber, dass man die Zahlenreihe 

r = 0, 1, 2, ..., 2y- 1 

in Betracht zieht. Es giebt also in jedem der Fälle a) und ß) 2q 
Werthe yon Z^, welche einer periodischen Lösung entsprechen. 
Diese Aq Fälle brauchen indessen nicht alle von einander wesent- 
lich yerschieden zu sein« 
Ist z. B. 

-^ — JL 

so ist 7 » 3 , und man kann für /^ irgend einen von den Werthen 

0^ 60«, 120«, 180S 240^ 300« 
wählen. 

Es erübrigt noch die Bedingungsgleichung (9**^ zu betrachten: 



(9*) ™ = 0. 



du: 



Nach (7) kann man statt dessen schreiben 
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Die Störungsfunction F^ ist eine Function von Z, L\ Oj 0' 
und von den vier Winkelargumenten l, V, g^ g\ 

Die Entwickelungen der Störungsfunction, welche in der Astro- 
nomie gewöhnlich Torkommen^ geschehen im Allgemeinen nach den 
Potenzen der Excentricitäten, und die Störungsfunction erscheint 
als eine Function der gewöhnlichen EsPLEB'schen Elemente a, e 
u. 8. w. Wird die Störungsfunction als von diesen Elementen ab- 
hängig betrachtet, werden wir sie zur Unterscheidung bei der Aus- 
führung von partiellen Di£Perentiationen mit R bezeichnen, so dass 
wir die folgenden drei Formen zu betrachten haben: 

J?{a, tf, /, jr, a\ e\ /', Ji*) = 

^F[L, G,l,g, L\G\X,g')^ 

= F(X, L\ K, /, l k). 
Man hat 

G = X yn^, ff' = i'VÜ^, 
und also 



Ö F ^ _ G BR^ ^ _ 1/1 -g« BR 

B G ^ L^e Be Le Be ^ 

BF _ G' BR yT^e^ BR 

BG'^ L'««' Be' "■ Ue' B e' ' 



SO dass die Gleichung (15) also lautet 



(16) t^m.Y^m^o, 

^ ' Le Be L'e Be ' 

WO 

T 

[RI^^JRdt 



ist 

Wir können R in der Form 

(17) R = 2^cos(«7 - iV +j[n - tt')) 

schreiben, wo 
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l sa n t+ c^ 



zu setzen ist, und \E\ enthält alle Glieder in i2, fiir welche 

(18) tii-i'ji' = 

ist. 

Diese Gleichung kann in zwei Terschiedenen Weisen erfüllt 
werden: 

1) für t = i" = 0; die entsprechenden Glieder werden der 
seculare Theil der Stömngsfunction genannt, den wir mit 5^ be- 
zeichnen wollen; 

2) nach (1) für ip - i'y = 0, d. h. für 



(18*) 



i = sq, r == Ä/> (« =s ± 1 , 2 , 3 . . .) . 



Den entsprechenden Theil von [S^ bezeichnen wir mit S^, 

Die Form von Sj^ ist bekannt Nach VII § 2 wissen wir, dass 
S^ — wenn wir die Bewegung in drei Dimensionen in Betracht 
ziehen und die unveränderliche Ebene als Grundebene annehmen — 
eine gerade Function von e, e' und sin(i + ist, die nach den 
Cosinussen der Vielfachen von n ^ n' fortschreitet 

Die Glieder des niedrigsten (des zweiten] Grades sind nach 
VII § 2 (6% wo wir ß - ß' = 180^ A« = 1 zu setzen haben, 



(19) 



wo 



mm 



^= 8 



{^1 («» + «'«- sin« (i + i'))- 

— 2jB,*«'cos(w — «3}, 



2> __ 2 p aa' cos qo d <p 

1 "" ~nj \a} -»ca'^ - 2 aa' cos yJ^TT 



n 



* "" ~n J [a* + a'* - 2a a' cos yf/i 
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ist, oder venn man nach den Potenzen Ton a = -^ entwickelt 
(nach VI § 5) 

s 8 ,r, , 8 5 , , 8-5 5-7 4 , 1 



(IS*) 



n 16 sfi . 8 7 , , 8-6 7-9 4, 1 



Was 8^ betrifft» so ist die Form dieser Function nach (17) 
(20) 8, « S^M^.iCos (i c - r (J' +j{n - Ji-)) , 

wo t und f die Werthe (18*) annehmen. In Bezug auf die Goeffi- 
cienten ^f.j,.^ ist zu bemerken^ dass sie als Potenzreihen nach den 
Potenzen Ton e, e' und sin (t + 1^ entwickelt sind, und dass — wie 
aus den Betrachtungen in V § 2 leicht hervorgeht — die Glieder der 
niedrigsten Ordnung in dieser Entwickelung vom Grade 1 1— t" { sind. 

Nach (18*) folgt hieraus, dtun die Glieder der läedrigsten Ord* 
nunff in 5, ^'^^^ Grade \p ^ q\ sind. 

Aus diesem Satze ist ersichtlich, dass man bei der Betrachtung 
der Gleichung (16) zwei Fälle zu unterscheiden hat Ist erstens 
\p^q\ nicht eine kleine Zahl (etwa grösser als 4), so genügt es 
in (16) statt [JE] den secularen Theil 8^ der StOrungsfunction ein- 
zuführen, so dass die zu betrachtende Gleichung lautet 

Führt man nach (19) die niedrigsten Glieder in 8^ hier ein, 
und setzt i s= t" s , da es sich um die Bewegung in einer Ebene 

handelt, so erhält man, nachdem der Factor ^^ weggeworfen 
worden ist» 

^(S, - J,-^co8(« -nij--^ (ß, _ ^ f co8(« - «O) - 0. 

Es ist aber nach dem Vorigen a — n' entweder gleich oder 
gleich 180<*. Ist 
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a) 71 -- n' ^0, 80 lautet die obige Gleichung (vom Falle e oder 
e ^0 abgesehen) 

(22) ZB^e^ + B^ße'[L - i) - i'Ä,«'»« 0, 

und f&r 

ß) n ^li ^ 180^ bekommt man 

(22*) LB^ <f* - B^ ee'[L - Z) - Z J5, e'^ =» 0. 

Aus diesen Gleichungen lässt sich flir gegebene Werthe von L 
und L' der Werth des Verhältnüses zwischen e und e' bestimmen, 
für welches eine periodische Lösung der zweiten Gattung exisürt. 
Die Wurzeln dieser Gleichung sind immer reeU. 

Man kann auch die Werthe von e und e als gegeben voraus- 
setzen, und den entsprechenden Werth von L : L bestimmen. Wir 
erhalten somit im Falle 

wo e und e' so gewählt sein müssen, dass die rechte Seite positiv 
ist; im Falle 
ß) ist 

Für alle Werthpaare («, "" ^* ^^^ "^ ^) genannten Be- 
dingung — kann man das Verhältnis zwischen L* und L so 
wählen, dass eine periodische Bewegung entsteht 

Die genäherten Werthe von L und L sind nach VI § 4 (6) 

Da die mittleren Bewegungen n und n' commensurabel sind, 
so ist dadurch das Verhältnis zwischen a und a! bestimmt Die 
Gleichungen (23) und (23*) können durch eine geeignete Wahl der 
Werthe der Massen erfüllt werden. 
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Die obigen AuBeinandersetzungen sind nur als Annäherungen 
zu betrachten 9 da nur die Glieder zweiten Grades in S^ berück- 
sichtigt worden sind. Sie können also nur für kleine Werthe yon 
e nnd e Gültigkeit haben, und fbr grössere Werthe der Excen» 
tricitäten müssen höhere Potenzen yon e und e' mit in Betracht 
gezogen werden. Es ist aber ans der Gleichung (16) ersichtlich^ 
dass man aus derselben e ab eine Potenzreihe yon der Form 

(24) e = e'jofo + «!«' + cr,e'> + ...} 

darstellen kann. 

Ist \p ^ q\ eine kleine Zahl , so muss auch S^ in (1 6) mit- 
genommen werden. Die Discussion der Gleichung ftir \p ^ g\^2 
ist der obigen analog, obgleich die Resultate natürlich yerschiedeu 
ausfallen. Ist aber \p ^ q\ = 1, so giebt es, wie aus VI § 8 (19) 
leicht heryorgehti in der Storungsfunction das Glied 

o r 1^ / i — ö — -^~n —jT-r 'vüT {^ cos (2/ — /' + ;r — jiO 

+ e'co8(/^2r + ;r- w')j, 

und, wenn man den ersten Factor nach Vielfachen yon l—T+n-^n 
entwickelt, so erhält man hier ein Glied, das t nicht enthält Ist zum 
Beispiel 2n — n' = 0, so erhält man fUr dieses GUed den Werth 

\ Bq e cob{2c -- c' + n — n") , 
oder, da cos (2 c — c' + ji — n') gleich + 1 oder — 1 ist, 

Wird dies Glied in (1 6) eingesetzt, so erhält man eine Gleichung 
yon der Form 



0-±i-Ä + ^i+^T + - 



Die Wurzel — e — dieser Gleichung yerschwindet nicht mit 
e, wie bei (22*) der Fall war. Die Werthe der Ezcentricität, die 

Charlibb, Mechanik des mmmala. II. 15 
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einer periodischen Lösung f&r {/i — <^{ = 1 entsprechen , sind des- 
wegen, im Allgemeinen y viel grösser als für \p ^q\> 1^ und es 
lässt sich nicht ohne eingehende Untersuchung entscheiden, ob 
überhaupt periodische Lösungen der zweiten Gattung Üa \p ^ q\ ss l 
existiren, da hierfür noch erforderlich ist, dass der resultirende 
Wurzelwerth für e kleiner als die Einheit ist Es l&sst sich in- 
dessen aus einem von Hill betrachteten Specialfalle, der weiter 
unten besprochen wird, yermuthen, dass dies der Fall ist 

Ist die Masse m des einen Planeten verschwindend, handelt 
es sich also um das asteroidische Drei-Eörperproblem, so ver- 
schwindet das zweite Glied in (16), und man erhält die Bedingung 
unter der Form 

(26) t4^-0, 

wo 

m ^ ^ 
ist 

Da auch in diesem Falle n -- n' gleich 0^ oder 180^ sein 
muss, so ist hier — weil if eine Constante ist — n unverändert 
lieh. Bei den periodischen Losungen der zweiten Oattung des asteroi^ 
dischen Drei- Körperproblems ist also das Perihel des Kleinen Planeten 
unbeweglich, 

Ist 1/' — ?| nicht eine kleine Zahl, so dass man für (25) die 
Gleichung 

m ^ = 

schreiben kann, so erhält man eine Gleichung von der Form 
(25**) = -Bj tf - J9, e' cos (« - jiT + höhere Glieder in e und e\ 

Die vernachlässigten GUeder sind sämmtlich ungeraden Grades« 
Dieser Ausdruck zeigt, dass in diesem Falle nur der Werth 

;| - TT' = 0, 
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nicht aber der Werth 91 — tv'sISO® zu periodischen Lösungen 
itihren kann. Ein genäherter Werth von e, für kleine e', ist 



(26) 






In yn § 4 (8) wurde gezeigt» dass immer (a < a) J3^ > B^ ist 
Die Excentricität des Kleinen Planeten ist also für eine periodische 
Losung immer kleiner als digenige des ^^storenden^* Planeten, 

Die periodischen Lösungen des asteroidischen Drei -Körper- 
Problems sind von Hill behandelt worden (Astron. Journal Nr. 516) 
fbr den Fall, dass Jupiter der ^^störende'' Planet ist Er nimmt 
/ s 0.04825 an, und zieht in 8^ Glieder bis zur sechsten Ordnung 
inclusire in Betracht Ist erstens \p -- q\ eine grosse Zahl, so erh&lt 
er die folgenden Werthe der Wurzeln der Gleichimg (25*). In der 
folgenden Tabelle ist cc^ a: a\ 



Periodische Lösungen der zweiten Gattung für diu asteroidische 

Drei'Körperproblem, 



a 





a 


e 


a 


e 


0.02 


0.001 2091 


0.26 


0.015 5796 


0.50 


0.0291772 


0.04 


0.002 4178 


0.28 


0.016 7534 


0.52 


0.030 2466 


0.06 


0.008 6258 


0.80 


0.017 9216 


0.54 


0.031 3029 


0.08 


0.004 8826 


0.82 


0.019 0838 


0.56 


0.032 3453 


0.10 


0.006 0879 


0.34 


0.020 2392 


0.58 


0.033 3726 


0.12 


0.007 2414 


0.36 


0.021 8875 


0.60 


0.034 3887 


0.14 


0.008 4426 


0.38 


0.022 5281 


0.62 


0.035 3776 


0.16 


0.009 6411 


0.40 


0.023 6605 


0.64 


0.036 3529 


0.18 


0.010 8366 


0.42 


0.024 7841 


0.66 


0.037 8080 


0.20 


0.0120 286 


0.44 


0.025 8982 


0.68 


0.088 2412 


0.22 


0.018 2167 


0.46 


0.027 0022 


0.70 


0.089 1503 


0.24 


0.014 4005 


0.48 


0.028 0955 
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Da 



1 , Vl+m' n p 

a /• a " • n q 



80 erhält man a aus der Gleichung 



log« « 9.9998618 - Alog^ 



Wenn das Commensurabilitätsverhältniss p : g gegeben ist^ erhält 
man hieraus den Werth von a, und die Tabelle giebt den ent- 
sprechenden Werth der Ekcentricität des kleinen Planeten, der einer 
periodischen Lösung der zweiten Gattung entspricht 

Hill hat auch einige periodische Bahnen für niedrige Werthe 
von |p — ? I berechnet, nämlich für p = 3, y = 1 und für /? = 2, 
y = 1 . Die Untersuchung ist hier bedeutend umständlicher, und er- 
fordert zum Theil die Anwendung der mechanischen Quadratur. 

Für p » 8 , c=s 1 zeigt sich, dass periodische Bahnen dieser 
Gattung nur existiren können, wenn die Bichtung der Perihelien 
des kleinen Planeten und des Jupiters mit einander übereinstimmen, 
so dass 91 — ;k' = ist Hill erhält hier 

-ß^ = - 0.0080600 + 0.287698« - 0.046723e« + 0.2029904?», 

de ' 

4^ = - 0.1082128 + 1.2501721? - 0.680954«« + 1.765393«^ 
de ' 

80 dass 

==: 4^ = - 0.1162728 + 1.537870« - 0.677677«» + 1.968383«^ 

e 

Die Wurzel dieser Gleichung ist 

« = 0.077565. 

Veranschaulicht wird die entsprechende periodische Bahn durch 
die beigefügte Figur 15, welche die synodischeBBhn eines Planeten dar- 
stellt, dessen mittlere Bewegung die dreifache des Jupiter ist Die hier 
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gezeichnete Bahn wird synodiBch genannt, weil sie auf ein beweg- 
liches Coordinatensystem bezogen ist, dessen X-Achse durch die 
Sonne nnd Jupiter geht Die Buchstaben / und J' zeigen die 




I I 



Fig. 15. SynodiBche Bahn eines kleinen Planeten, dessen mittlere 
Bewegung die dreifache des Jupiter ist (/i » o). 



Stellung des Jupiters im Perihel und im Aphel. Zu beiden 
Fällen ist er in Coi\junction mit dem Planeten, der sich in P 
bez. F befindet. 

Hill hat auch die Lösung ftb: 
p ==2, q = 1 untersucht Die Unter- 
suchung ergiebt sich als sehr schwierig 
und muss hauptsächlich mit Hilfe 
mechanischer Quadratur ausgeführt 
werden. Wenn n-^-i^ ^ 0, so erhält 
er als Werth fCLr die Excentricität 
e =3 0.7073, und die synodische Bahn 
des Planeten wird durch Fig. 16 ge- 
zeigt Die Excentricität ist hier so 
gross, dass der Planet viermal 
in einem synodischen Umlauf die 
Jupiterbahn schneidet Die Figur 
zeigt aber, dass der kleine Planet Fig. 16. Synodische Bahn 

sich in grosser Entfernung vom «*»«■ kleinen Planeten, 
, .^ , _^ , TT i_i. _A dessen mittlere Bewegans 

Jupiter bewegt, und Hill schliesst ^.^ zweifache des Jupiter 
hieraus, dass die periodischen Stö- ist Qu «o). 




280 Periodische Lösungen, 



rangen klein sein müssen „und schätzt, dass kein C!oefficient in der 
Länge den Werth von 20(r' überschreitet''. 

Fassen wir die Resultate dieses Paragraphen zusammen, so 
haben wir also gefunden, dass periodische Lösungen der zweiten 
Gattung des Problems der drei Körper unter den folgenden Be- 
dingungen ezistiren. Es muss für [a^^O: 

1) Die mittlere Bewegung n und n' der beiden Planeten 
commensurabel sein, so dass 

« f-i 

ist, wo p und q zwei ganze Zahlen bezeichnen, die relativ prim zu 
einander sind. 

2) Die Perihellängen n und n' der beiden PlanetenbalineD 
müssen entweder identisch sein, oder sich um 180^ von einander 
unterscheiden: 

(b) jr - »' = 0<> oder 180^ 

8) Wird der Anfang der Zeit so gewählt, dass e' ^ 0, so muss 
c einen solchen Werth haben, dass 

/ N ISO* 

(c) c^r» 9 

V ^ q 

WO r einen der Zahlenwerthe 0, 1, 2, . . ., 2^—1 hat 

4) Die Ekcentricitäten e und e' müssen so gewählt sein, dass 
die Gleichung 



(i{\ Vi-fl' BS _ yr^ dS _ ^ 

^^ Le de L't' ö«' """ 

erfüllt ist, wo & diejenigen Glieder in der Störungsfunction (17) 
enthält» für welche 

ist 

Damit die so erhaltene Lösung eine einfache Lösung ist, ist 
erforderlich I dass die HEsss'sche Determinante von [F^] nach e, h 
und K von Null verschieden ist 
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§ 12. Periodische Lösungen der dritten Gattung. 

Wie im vorigen Paragraphen findet man, dass auch hier 
periodische Bewegungen für ^ «■ auftreten, wenn die mittleren 
Bewegungen n und n' commensurabel sind. 

Wir bringen nach V § 10 die Differentialgleichungen auf Tier 
Freiheitsgrade, so dass 



(1) 



dL dP 
dt ^ dl ' 


dl df 
dt ~ dL' 


dr df 

dt ^ dg ' 


dg df 

dt ~~ dr' 


dV df 

dt ~ dV' 


dV df 

dt ~ dU' 


dr df 


d^ df 



dt 



W 



dt 



dr 



ist, wo L^ L'j l und /' dieselbe Bedeutung wie im yorigen Para- 
graphen haben und 

(1*) y«ji-fl, ^' = «'-£', 

(2*) r=c = i;yn^, r = c' = z'yr=7*. 

ist 

Es wird hier vorausgesetzt^ dass man in der Störungsfunction F 
die Elemente h, h% H und H' eliminirt hat, indem man die Be- 
wegung auf die unveränderliche Ebene bezieht, wodurch h und h' 
verschwinden, und indem man setzt 



j? = 4 + -^(^'-o, 



(2) 



2e 



^'-i-i^i^-n, 



wo c die Constante der Flächenintegrale bezeichnet 

Fq hat dasselbe Aussehen wie im vorigen Paragraphen und ist 
also nur von Z und Z' abhängig, und die HESSE'sche Determinante 
von Fq in Bezug auf Z und Z' ist von Null verschieden. 
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Wie im vorigen Paragraphen findet man die Bedingangen für 
das Auftreten periodischer Lösungen, welche hier sind: 

und 

wo man l ^^nt + c^ l =^ n' t + c zu setzen hat 

Die Storungsfunction F^ hat hier das Aussehen [§ 9 (10)] 

und weiter ist 

[Fl] = S 3t cos (.-c - i'c' +jff -fp'), 

WO 2 und i' alle diejenigen ganzen Zahlenwerthe annehmen, f&r 
welche 

tn-t'n'=:0 

ist, oder wenn wir, wie im vorigen Falle, 

(4) 4 = -^ 

^ ' n q 

setzen, so muss 

ip — t' y =s 
sein, oder 

(4*) 1 = 5^, t' = */? (* = 0, 1, 2, ...); 

für « = erhalten wir die secularen Glieder in [FJ- 
Aus (4^ folgt, dass die beiden Gleichungen 

^ = 0. und^=0 
de ' d<f 

gleichzeitig bestehen, so dass wir statt (3) die drei Gleichungen 
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de dg dg' 

zu nntersuchen haben, und c beliebig gewählt werden kann« Wir 
setzen c » , was durch eine geeignete Wahl für die Epoche er- 
reicht werden kann. Die obigen Gleichungen lauten 

= ^Mq%sm[eqc +jg—Jg'), 
= 2i «8in(#yc+jy-/^, 

und sind befriedigt^ wenn wir setzen 

y = 0<» oder 180^ 
g' = 0" oder 180«, 



(4**) 



c^r^^ (r=0, 1, 2, ..., 2y~l), 



wo indessen die Möglichkeit nicht ausgeschlossen ist, dass auch 
andere Lösungen dieser Gleichungen Yorhanden sein können. Ich 
bemerke, ^ dass man, statt c' = zu wählen, auch c = setzen 
könnte und statt der dritten Gleichung (4**) dann die Gleichung 

c'«r-i^' (r«0, 1, 2, ..., 2;.~1) 

erhalten würde. 

Es erübrigt die Gleichungen (8^ zu betrachten. Es empfiehlt 
sich die Störungsfunction durch die gewöhnlichen EEPLEB'schen 
Elemente auszudrücken, da ihre Form in diesen Elementen wohl- 
bekannt ist Setzen wir also (indem von den Winkelelementen, die 
keine Veränderungen erleiden, abgesehen wird) 

(5) R[L, L\ e, e\ i, i") = F{L, L\ ö, G, H, H') = F(2, 2', T, P), 

so hat man nach V § 10 

BF dF 
dH^dH' 
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und also ist 






80 dass die zu betrachtenden Gleichungen die folgenden sind 

d[F] ^e[F] r. 

Zwischen &, H und e, t bestehen die Belationen 



oder 



(6) 



ö-i;]a-?, ir«öco8«. 



tf= — z — ' ^"^' = — ö — 






Werden die Ausdrücke (6) für 0, «', t, t" in ß eingesetzt« so 
geht diese Function in F über. Es ist also 



Da 



(7) 



dB de dR dBini 



BF 
BQ ' 

BF 

BO'^ B^ BO' ' ösin»' B & 



Be B Q dsint B Q 
BR Be^ BR dsint' 



Be 



BQ 
dsint 






cos*t 



öö Xl/r^sint 



ist, SO lauten also die Bedingungsgleichungen: 



(8) 



) 



o = - 



0=- 



yr^ d[R] 



+ 



cos* t 



B[R] 



Le Be L yi — c* sin t ö sin t 



VT^V" d[Ä] 



+ 



cos't' 



B{K\ 



L'i( 9if L'VT^TTi rin ♦' d«n»' 
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Im neunten Paragraphen wurde bewiesen, dass, wenn die nn- 
yeränderliche Ebene als ZJ-Ebene benutzt wird, die Neigungen i 
und t' immer in der Kombination t + t" auftreten, und zwar indem 
B nach Potenzen von sin* J^(i + t") = sin*^^/ entwickelt werden 
kann. Es ist also 

dB _ dR_ _ dR_ 
^"^ di ~ ö»' " dJ ' 

oder 

-.-.- • ö ^ ^^- 't d JR d R 
cos i «-T— . =» cos I ^ . ., =s — - , 

SO dass die Gleichungen (8) auch in der Form 



(10) 



rt 1-«» d[R] , _. . d[B] 

e de ® aJ 



geschrieben werden können. 

Wird — 4-y- zwischen diesen Gleichungen eliminirt^ so erhält man 



dJ 



welche Gleichung eine der Gleichungen (10) ersetzen kann. 

Die Neigungen t und i" in Bezug auf die unyeränderliche 
Ebene sind nach V § 9 (14*) durch die Belation 

(11) &8int»&'8int' 

yerbunden. Man findet hieraus, dass (10*) f&r i=st" = in die 
Gleichung (16) des vorigen Paragraphen übergeht 
Wir können in der That (10*) in der Form 

Le de U e' de' '^ ^ " 

schreiben, too für i k i" » versehtmndet 
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Für die Discasdon der Formel (10) ist es nothwendi^, die 
Form von [jK], für welche wir hier die Bezeichnung 8 anwenden 
wollen, näher in Betracht za ziehen. Erstens bemerken wir, dass 
S als eine Function von / erscheint, die nach den geraden Potenzen 
dieser Grösse entwickelt werden kann. Da weiter nach (11) 



i" = — I + Glieder höherer Ordnung in i , 



so ist 



(12) 



-T = 1 + -^ + Glieder, die mit J verschwinden , 









Sehen wir vorläufig vom Werthe e = e' = ab, so können wir 
statt (10) schreiben 



(18) 



BS e . . dS 

TT = r^' •^*«* "öJ ' 

o S t' . ,, o S 



S besteht aus zwei Theilen, Sj und S^, von denen S^ gleich dem 
gewöhnhchen secularen Theil der Störungsfiinction ist, wogegen 8^ 
diejenigen Glieder in der Störungsfunction umfasst, welche in Folge 
der Commensurabilität der mittleren Bewegungen secular werden. 
Der niedrigste Grad der Glieder in 8^ ist gleich | p — ? | • In 
Bezug auf die Function 8^ ist zu bemerkeii, dass sie unverändert 
bleibt, wenn e und e' gegen — e und — e' vertauscht werden. 

Ist \ p — q \ > 2 , so ist iS, wenigstens vom Grade dreif und 
die Entwickelung von 8 hat die Form (wo n — n ^0 ange- 
nommen worden ist) 

8^\B, [e^ + ^'» - J^ ^iB.ee + 2^*.Vr^e'''«^% 
wo s + i + r > 2 ist, und r immer eine gerade Zahl ist. 



§ 12. Periodüehe Lösungen der dritten Gattung, 287 

Die Glieder niedrigsten Grades in der rechten Seite von (18) 
sind, mit Bücksicht auf (12), 

und 



und werden diese in die linke Seite von (13) überfahrt und mit den 

BS , 68 



Gliedern ersten Grades in ~^— und -^-r vereinigt, so entstehen 



Gleichungen von der Form 



(14) 






WO Pj und P, Potenzreihen m e, e' und / bezeichnen, die keine 
Glieder von niedrigerem Grade als dem zweiten enthalten« 

Wir haben hier zwei Fälle zu unterscheiden. Ist \p ^ q\ eine 
gerade Zahl, so ist 5,, wie 8^ immer ist, eine gerade Function in 

e und e. Alle Glieder in -=— und -^-y müssen dann e oder e' 

de de 

als Factor enthalten, so dass die PotenzreiAen P^ und P, für e=e*^0 
verschwinden. 

Ist dagegen \ p ^ q \ eine ungerade Zahl, etwa gleich 2A + 1, 
so kann 8 ein Glied von der Form 



5^e/2» 



enthalten, und folglich wird in P^ das Glied 

vorkommen. Die genäherten Werthe von e und e' werden dann 
durch die Formeln 
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-i?,« + i?,(2 + §')/- 

bestimmt, welche Gleichungen immer eine Lösung haben, da die 
Detenninante 

immer von Null verschieden ist 

Aus den Oleichungen (14) erhält man in .diesem Falle e und e 
als Potenzreihen, die nach positiven Potenzen von / fortschreiten, 
welche Reihen fOr / =» verschwinden. 

Aehnliches gilt, wenn in S ein Glied von der Form 

vorkommt 

Jedem Werth van J enttprechen in diesen Fallen bestimmte Werthe 
von e und e', die mit J verschwinden. 

Ist 1/' — 9I eine gerade Zahl, so kann man aber keine solchen 
Lösungen der Gleichungen (14) finden. Wie schon hervorgehoben 
worden ist, verschwinden dann P^ und P, für e » e' » 0, und folg- 
lich haben die Gleichungen (14) die Lösung 

(15) e^e ^0. 

Man könnte meinen, dass diese Lösung auch einer periodischen 
Lösung der dritten Gattung des Problems der drei Körper ent- 
spricht, und Poikcab£ giebt in seinen ^M^thodes nouvelles^' sogar 
keine andere Lösung in Bezug auf die periodischen Bahnen der 
dritten Gattung an. Der grosse Mathematiker hat sich indessen, 
scheint es mir, hier eines Fehlschlusses schuldig gemacht Es 
existiren in der That keine periodischen Bahnen der dritten Gattung, 
die, für ju =» 0, kreisförmig sind. 
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Die Bedingungen für das Auftreten periodischer Lösungen sind 
durch die Gleichungen (3) und (8*) gegeben. Aus den letzteren 
wurden die Gleichungen (10) abgeleitet, und statt deren können die 
Gleichungen (18) benutzt werden, wenn nämlich e und e' nicht gleich 
Null sind. 

Anders ausgedrückt stellt sich die Sache so, dass die perio- 
dischen Lösungen f&r solche Werthe der Elemente Torkommen, für 
welche 8 ein Maximum oder ein Minimum wird. Man darf aber hierbei 
die Elemente mcht in beliebiger Weise wählen. Wird die Function 
S als Function von e und e aufgefasst, so ist sie zwar, wenn 
{p — 9 1 eine gerade Zahl ist, für e » e' == ein Minimum, (b 0). 
Wenn sie aber als Function von F und P betrachtet wird — wie 
es nach den Differentialgleichungen geschehen soU — , so hat sie für 
diese Werthe Ton e und e weder ein Maximum noch ein Minimum. 

Die Behandlung der Gleichungen (14), wenn \p — q \ eine 
gerade Zahl ist, könnte etwa so geschehen, dass man zuerst aus 
jeder der Gleichungen e als Potenzreihe von e und / darstellt 
Diese Seihen müssen für «'»0 verschwinden, so dass man aus (14) 
die beiden Beihen 

e^e'P^{e\ /), 

erhält Man würde dann noch zur Betrachtung der Gleichung 

(16*) P^[e',J)=^P,[e\J) 

geführt werden. 

Diese Beihen yerschwinden aber nicht für e' =a / a und 
hieraus folgt, dass (15*) nur für grosse Werthe von e oder J be- 
friedigt werden kann. 

Ob in diesem Falle e und e' nach Potenzen Ton / entwickelt 
werden können^ muss durch eine besondere Untersuchung dargethan 
werden; diese Beihen yerschwinden indessen nicht — wie es für 
einen ungeraden Werth von | /> — 9 | der Fall war — für J rs . 

Der Fall | p — 7 | =»2 wird in wesentlich ähnlicher Weise 
behandelt wie andere Fälle, für welche \p -- q\ eine gerade 
Zahl ist 
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Was endlich den Fall | /> — ? | ~ 1 betri£%, so ist dann in S^ 
ein Glied ersten Grades vorhanden, das also entweder mit e oder 
mit e multiplicirt ist In beiden Fällen nehmen die Oleichongen (18) 
die Form 

^, + P,(e, ä', J) = 0, 



(16) 



A(^, e\ /) = 0, 



an, wo Pj und P^ Potenzreihen sind, die för tf*s/ = /»0 ver- 
schwinden. Die zweite Reihe giebt 

e = p,y, j), 

welcher Ansdrack, in die erste Gleichung (16) eingesetzt, eine Rela- 
lation zwischen e und / giebt Die weitere Untersuchung dieser 
Gleichung muss wahrscheinlich unter Anwendung mechanischer 
Quadratur ausgefiihrt werden. 

Aus den Gleichungen (1) und (3*) folgt, dass bei den perio- 
dischen Lösungen der dritten Gattung die Ghrössen n ^ £2 und 
7t' — fl' unveränderlich sind. 



§ 13. Andere Gattungen periodischer Lösungen. 

Die von PomoASfi eingeftihrte Eintheilung der periodischen 
Lösungen ftQlt nicht das ganze Feld solcher Bahnen aus. Sein 
Ausgangspunkt ist die periodischen Bahnen für ju = aufzusuchen 
und dann die Bedingungen zu bestimmen, unter denen periodische 
Bahnen auch fär kleine Werthe von ia vorkommen können. Elrstens 
werden hierdurch natürlich alle solchen periodischen Bahnen ans- 
geschlossen, für welche fi einen so grossen Werth hat, dass die 
Coordinaten der Körper nicht nach Potenzen von fjt entwickelt 
werden können. Man kann auch nicht dessen sicher sein, dass /u 
deswegen einen sehr grossen Werth haben muss. Wir wissen 
nämlich, dass fi als Factor in den Ausdrücken für die secularen 
Aenderungen der Perihelien und der Knoten der periodischen Bahnen 
vorkommt, und die Entwickelungen der Coordinaten (oder der 
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Elemente) nach Potenzen von /i geschieht also gleichzeitig nach 
Potenzen Yon t Man kann Daithin nicht sicher sein dorch Ehit- 
wickelungen nach Potenzen von /a solche Bahnen zu erreichen, für 
welche die Periode T eine gewisse Grösse üherschreitet 

Die ExPLEB'schen Ellipsen sind durch ihre Einfachheit sehr 
geeignet^ *den Ausgangspunkt f&r die Auüsuchung periodischer Bahn- 
formen zu bilden. Ihre Hauptfehler in dieser Beziehung, wie f&r 
die Störungstheorie y dürften in der ünbeweglichkeit der Perihelien 
und der Knoten der KEPLEB'schen Ellipsen zu suchen sein. Man 
kann aber beliebige intermediäre Bahnen als Ausgangspunkt be- 
nutzen, und es liegt nahe an der Hand, zu diesem Zweck von den 
secularen Werthen der Elemente auszugehen. Man würde hierdurch 
periodische Bahnen langer Periode berechnen können, und auch für 
gewisse Bahnen kurzer Periode ist diese Behandlungsweise zu 
empfehlen. 

Auf einen anderen Umstand möchten wir hier aufmerksam 
machen. Es wurde im Vorhergehenden angenommen, dass die 
Periode T für fi s und y^^O dieselbe ist. Es liegt nahe, sich 
die Frage zu stellen, ob man etwas dadurch erreichen könnte, dass 
man die Perioden in beiden Fällen verschieden annähme um eine 
Grösse, die mit ju verschwindet Betrachten wir die Sache näher. 

Es seien die Differentialgleichungen 

(^) -JT^JVi' -di^^J^ (1=1,2,...,.) 

vorgelegt, wo 

ist, und Fq sei nur von ar^, x^, . . ., x^ abhängig. 
Dann ist für ^ = 

wo 

n, =s — -= — • 

* ÜOi 

Wir nehmen an, dass die Lösung (1*) periodisch ist mit der 
Periode T. 

Cbabubb, Mechanik dat Himmak. IL 16 
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Zar Aufsachong der periodischen Ldsungen Ün n^O nehmen 
irir an, dass die Anüangswerthe Ton x^ und y^ 

^i^^i + ßif Vi « ««' + <?i + Xi 

siad. Die hierdurch bestimmte Bewegung soll aber nicht« mehr die 
Periode 7, sondern die Periode 



(1+*)^ 



besitzen. 

Setzen wir nun 

(2) 



/ = (1+A)r, 



und führen r als unabhängige Verilnderliche in (1) ein, so dass 
nunmehr 

dXi ^^^^j^dj[ dVi /* . ^^^F 



T-(i+*)|f' 1?-— (i+*)4l 



ist) so sind A, ß^ und /^ so zu bestimmen, dass die Bewegung f&r 
^ :^ periodisch ist 
Setzt man 

*i = «< + A + li. 

(3) (t-1, 2, ...,#) 

. l ifi^^^i^ + Ci + Yi + Vij 

so bekommt man für 1^ und 17^ die Differentialgleichungen 

47-(l+*)^' 47 — (1+*)|?-». (.-=1.2. ..-,*). 

Die Functionen 1^ und 17. sind nach der Voraussetzung perio- 
dische Functionen von r mit der Periode T. Setzen wir 



(4) 



9>« 



1+* rdF 






T J dtSi 





1 +* rdF . , 
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80 sind also die Bedingungen fbr eine periodiache Li&sang, dass 



(5) 



^^»^^«0 (t« 1, 2, ..., $). 



Zur ErfUlong dieser 2f-01eichangen hat man über die 2« + 1 
Grössen ß^^ y^ (< » 1| 2, . . ., $) nnd A za Terf&gen. Man könnte 
dann meinen, dass man über eine dieser GMssen beliebig yerftligen 
kann — z. B. A « setzen — nnd dass man die übrigen 2« Grössen 
immer so bestimmen kann, dass man alle in der Umgebung ron 
liwaQ Yorhandenen periodischen Lösungen wiederfindet Anders 
aasgedrückt giebt es periodische Lösungen, die fbr A 4= nicht 
mit den ftir A «■ erhaltenen Lösungen übereinstimmen, die aber 
nichtsdestoweniger f&r /u » mit den letzteren zusammenfallen? 

PomoABfi hat (Höth. nouv. I Nr. 38] bewiesen, dass dies der 
Fall sein kann. . 

Betrachten wir in der That die Gleichungen 

^*p^^Q (t s 1 , 2, . . . , «) . 



Nach (4) können irir daftr schreiben 



(6) 



«-*I5+;§Ä''>+I/I5'''+" 



(t = 1, 2, ..., 1), 

wo die yemachlässigten Glieder mit pL verschwinden. 
Betrachten wir die Matrix 



ön a«j; a«jFi 



dF. a'Fo 9^ F. 

da« ' aa,dat' da^dii^' 






avFi 



16 
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Ans dieser Matrix können i + 1 Determinanten J^, ^^9 • • • 9 
J^ gebildet werden, indem man aus der Matrix die 1^, 2^, • . ^^ 
{s + 1)^ Golonne ausschliesst. 

Ist die Determinante Jq = 0, während irgend eine (oder mehrere) 
der Determinanten J^, J,' -**' ^» nicht Yerschwindet, so ist 
die Lösung A 4= im Allgemeinen Ton der ftbr A = erhaltenen 
▼erschieden, indem nämlich dann fBr A » keine einfache Lösung 
der Gleichungen (6) existirt 

SoHWASZSCHiiii) hat (A. N. 3506, 1898) auf einen solchen Fall 
aufinerksam gemacht, der sich auf die periodischen Lösungen der 
zweiten Gattung im asteroidischen Drei-Eörperproblem bezieht. 

Wenn nämlich der „störende'^ Planet sich in einem Kreise am 
die Sonne bewegt, imd der Asteroid, mit der Masse Null, ftr /ec = 
in einer beliebigen Ellipse, so ist die Bewegung, fftr ju = 0, perio- 
disch, so oft die mittleren Bewegungen n, des Asteroiden, und n\ des 
störenden Körpers, commensurabel sind. 

Wie ist die periodische Bewegung für jti 4= beschaffen? Ist 
die Periode T in der „gestörten'' und in der „ungestörten" Bewegung 
dieselbe, so muss die symmetrische Conjunction oder Opposition am 
Ende und im Anfang der Periode in derselben Länge stattfinden, 
da die Periode des störenden Körpers in beiden Fällen dieselbe ist 
ßcu Perihel des Asteroiden muss stillstehen^ wie wir in § 11 gefunden 
haben und zwar für beliebige Werthe der Excentricität des störenden 
Planeten. Eine solche periodische Bahn kann nur für einen be» 
stimmten Werth der Excentricitat auftreten, der aus der Formel (25) 
des betreffenden Paragraphen erhalten wird. 

Hat die Elxcentricität einen anderen Werth, so wird das Perihel 
nach der Zeit T sich vorwärts oder r&ckwärts bewegt haben — aus 
yn § 11 wissen wir, dass die mittlere Bewegung des Perihels 
fbr kleine Werthe von e immer positiv ist — und folglich 
werden der Planet imd der Asteroid sich nach der Zeit T+ JT 
wieder in symmetrischer Conjunction oder Opposition befinden, wenn 
dies um die Zeit ^ = der Fall ist Durch eine geeignete Be- 
stimmung der Elemente ftir ^ » würde man also eine periodische 
Lösung mit der Periode T+ JT erhalten können, und diese Lösung 



dqi BH 
dt ™ dpi ' 


dpi BH 
dt ■■ Bqi 


(t = l, 2, 3), 
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hat nichts mit der firüher erhaltenen periodischen LSsnng von der 
Periode T gemeinsam. 

Analytisch stellt sich die Sache folgendermassen. 

Zwei Körper — der .^Planet^ nnd die yßoim&* — mit den 
Massen fi und 1 bewegen sich in kreisförmigen Bahnen am den 
gemeinsamen Schwerpunkt Ein dritter Körper — der Asteroid — 
mit yerschwindender Masse wird yon den zwei anderen Körpern 
attrahirt Bezieht man die Bewegung des Asteroiden auf die Sonne 
als Anfangspunkt der Coordinaten, so hat man nach V § 2 



(7) 

WO 



^« dt 

ist, und q^, q^, q^ die rechtwinkligen Goordinaten des Asteroiden 
bezeichnen. Hier ist 

(8) if« iiPi'+Pt'+Pn^ - T " T + ^(^i^* + 9t95 + 9zq.)y 

wo A den Abstand zwischen dem Asteroiden und dem Planeten be« 
zeichnet, r den Badius Vector, q^^ q^, q^ die Goordinaten des 
Planeten bezeichnen. Der Abstand Sonne — Planet ist gleich der 
Einheit gewählt und die Attractionsconstante ist gleich Eins. 

Fällt die XZ- Ebene mit der Bahnebene des Planeten zu- 
sammen, und wird die Länge des Planeten für < = gleich Null 
angenommen, so ist 

^^»cosn'^, q^=iBinn t, y^ = 0, 
wo 

und endlich ist 

(S*) J» = 1 + r*- 2(^1 cosn'^ + j, sinn' <). 

Wird 
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gesetzt, und werden die Diffiarentialgleichnngen 



dqt 

dt 



dir 

dpi ' 



dpt 
dt 



dH' 
dqt 



(t=l, 2, 3) 



nach der Methode Ton Jaoobi integrirt, so erhält man, nach Ein* 
flihrang der Elemente Ton Delattkat, die Differentialgleichungen 



9) 



dL dF 
dt ^ dl ' 


dl dF 
dt ^ dL' 


dQ dF 
dt ^ dg ' 


dg dF 
dt ~ dQ' 


dB dF 
dt '^ dh' 


dh dF 

dt ^' ' dB' 



WO, durch die osculirenden elliptischen Elemente ausgedruckt^ 



i;=y^, 



/ as mittlere Anomalie, 



G =ya(l-e>), ff^n-Si, 



ist 



H^ ffcost, 



A»i2 



Hier ist 
(9*) ^= 2t + J- "" '^ ^9i cosn'/ + y, sinn'O. 

In F kommt also ausser den Elementen auch die Zeit Yor. 
Man kann aber durch Einführung anderer Elemente die Zeit 
eUminiren. 

Aus (8*) und (9*) ist nämlich ersichtlich, dass die Zeit nur in 
der Combination 

q^ cos n' t + q^ sin n t 
Torkommt Nach IV § 9 (28) ist aber 



9%^^ii + ^i^' 
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Die Bedentang der Coef&deiiten Ä^ A^j B^ B^ wird im citirten 
Paragraphen angegeben, und es ist 



(10) 



I s: a (cos 10 — e], 
fl =a ayi — e^sinir, 



wo w die excentrische Anomalie bedeutet Die Grössen | und tf 
lassen sich also durch die linearen elliptischen Elemente und 
durch / ausdrücken. 

Zieht man die Werthe der Coefficienten A^ und B^ in Be- 
tracht) so findet man indessen, dass 

(11) jj cos n' ^ + y, sinn' ^ = ^' I + ^17 , 

wo 

' A' B cos^ cos (A — n' ^) — sin ^ sin (A — n' ^ cos t , 

(in ■ 

-ff = — sin^ cos (Ä — n' /) — cos^ sin (Ä — n' /) cos i 

ist 

Hieraus folgt, dass in F die Zeit immer in der Combination 
h^n't Yorkommt Wird für k^n' t eine neue Veränderliche ein- 
geführt, und wird gleichzeitig n' H zu der charakteristischen Func- 
tion F hinzuaddirt, so bekommt man ein canonisches System von 
Differentialgleichungen, in denen die Zeit nicht ezplicite yorkommt 

Wir setzen 

*i - V«, yi = mitüere Anomaüe, 



ar, = ya(l-e«), y, = *-fl, 

ar, ■• ya (l—tf*)c08i, y^ = fl — n /, 

^ == 2^, + n'ar, + ^ - ii{q^ cosn'f + y, sin n't), 

wo der Ausdruck (1 1) f&r q^ cos n' t •\' q^ sin n' ^ einzuführen ist, und 

A' =3 cosy, cosy, — sin y, siny, — , 
^ = — sin y, cosy, — cosy, siny, — 
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ist Wir haben nun 



(in 



dXf 

TT 



dyt ' 



dyi 
dt 



dF' 
dXi 



(.•=1,2,8), 



Ans der Fonn von F" finden wir 



r^F. + tiF,, 



wo 



(11***) 



^0= 2^. + »''8» 



/*! = -T- — (jj cosn'^ + jjSinn'Q 



ist, und weiter findet man, dass die Entwickelung Ton F^ 
folgende Form hat 



die 



Geschieht die Bewegung in einer Ebene (in der durch die 
Planetenbahn gelegenen Ebene), so bekommt man flCLr A' und B" 
die Ausdrücke 

A' =a cos [n — n't), 



^ = — sin (jr — n' <) , 



und man setzt 



r,=l^, 



Vx ='» 



X, = ya(l-«*) y^^n — n't, 
in welchem Falle die Differentialgleichangen lauten 



(12) 



und 



ist 



dzx 

~dT 

dXf __ 

~dT ^ 



dF' 
dyi 


» 


dyi 
dt 




dF' 


} 


dy% _ 
dt 




F = 


1 
2x,« 


+ n'x, 





§ 13. Andere OaUungen periodiseher Lösungen, 



249 



Wir wollen die periodischen Lösangen der zweiten Gattung 
dieser Differentialgleichangen an&achen. 

Wird die mittlere Bewegung des Asteroiden mit n bezeichnet, 
so dass 



(13) 



dxi Xi* 



ist, so ist die erste Bedingung f&r eine periodische Lösung, dass 
n und n' commensurabel sind: 



(14) 



n' q 



WO p und q relativ prim sind. 

In diesem Falle ist die Bewegung f&r fi^O periodisch. 
Setzt man 

*i = Ol + A + li , yi = nt + c+ri+Vif 

*3 - «a + Ä + li > yj - - «' ^ + y + Xi + <7i ; 

T 




wo in der Summe t und i" alle ganzen Zahlenwerthe annehmen, 
fbr welche 



(15) 
ist, also 

(15*) 



ip — t ' y =s 



oo 



[F] = 2^'«»»p^^'(?^ ^ Pf)^ 



so erhalten wir aus (4) und (6) die Bedingungen 



(16) 



0« -4-^ = -yS'^'«.'p8iii*(?^"-P^)' 



de 



§^i 



0= -4— ^=-/>2'-^»«,»f'™'(!?«-py)» 



dg 



«EsO 



0» 



^-=^ — + -5— i-Pi + ;>^ ;i^_ Pi + ^^^r- + --- 



ddB| 



0»A 






dXidoDf 



dxi 



dF, ^ 






260 Fsriodiaehe Lösungen. 



Da wir ohne Einschränkang y =» w&hlen können, so sind 
zwei ersten dieser Gleichungen f)ir 

(17) e^r^^ (r = 0, 1, 2, . . ., 2j - 1) 



erfüllt. Was die zwei letzteren Gleichungen (16) betrifft, so sieht 
man, dass die HESSE'sche Determinante von F^ in Bezug auf x^ 
und x^ gleich Null ist, wogegen die Gleichungen einfache Ldsongen 
in k imd /3^ oder k und ß^ geben. Man erhält also hier ver- 
schiedene Lösungen, je nachdem A » oder A > angenommen 
wird. Für A = erhält man eine gewöhnliche periodische Lösimg 
der zweiten Gattung, mit stillstehendem Perihel, und die Excen- 
tricität wird durch die Gleichung 

HS) o«^I^«-l^iHZi[^. 

^ ^ dx^ Xiß de 

bestimmt Diese Lösung findet also f&r bestimmte Werthe der 
Excentricität statt Diese Gleichung ist mit der Gleichung § 1 1 (25) 
identisch. 

Nimmt man A von Null verschieden, so kann eine von den Grössen 
ß^ und /?3 gleich Null genommen werden. Es zeigt sich aber, dass 
der Goefficient von ß^ verschwindet, so dass man nur die Wahl 
ß2=^0 hat, wenn man eine einfache Lösung erhalten will, und 
man erhält zur Bestimmung von A und ß^, da 

dxi Xi* ^ dx^ ' 

d'F^ ^ _S_^ d*F, ^Q^d^F, 

ist, die Gleichungen 



0= n'k +^«g] + ..., 



welche geben 



(19) 
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* n' T^'^'"' 

Wir können auch schreiben 



wo wir n' SB 1 genommen haben. 
Die Periode hat die Länge 

und k bezeichnet somit die Bewegung des Perihels.^ Der Asteroid 
hat während der Periode p Omlänfe in der (beweglichen) Eklipse 
gemacht» der Planet ist ^-Mal in seinem Kreise herumgegangen« 

Die Aufsuchung der periodischen Lösungen, welche einer ge- 
gebenen Commensurabilität der mittleren Bewegungen entsprechen, 
geschieht in dieser Weise bequem und rasch, nachdem die Ent- 
wickelung der Störungsfimction gegeben ist Da ß^^O ist, so 
können solche Lösungen bei allen Werthen der Excentricitäten vor- 
kommen. 

Wird die Bewegung eines masselosen Körpers in drei Dimen- 
sionen betrachtet, so kann man aus den Gleichungen (11**) ähnliche 
Schlüsse zieheiL Wir werden dann zu einer periodischen Bahn 
mit beweglichen Knoten gef&hrt Zwischen der Excentricität und 
der Neigung der Bahn des Asteroiden muss eine Belation bestehen, 
imd der Abstand des Perihels vom Knoten hält sich unyerändert 



Die Bedeutung der periodischen Lösungen fbr die Astronomie 
muss als eine sehr grosse geschätzt werden. In theoretischer Hin- 
sicht ist es, wie PoiNOAKfi bemerkt, mit Hilfe der periodischen 
Bahnen zuerst gelungen, in ein Feld einzudringen, das Torher der 
Analysis unzugänglich war — die Natur der Litegrale des Drei- 



* Man vergleiche die Gleichnng (19) mit der Gleichosg VII § 1 (6). 
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Eörperproblems. Die grandlegenden Arbeiten Poincab&'s werden 
hier eine unschätzbare Quelle f&r die Mathematiker und die Astro- 
nomen bilden. Für die praktische Astronomie werden die perio- 
dischen Lösungen bald grosse Dienste leisten« Es giebt zwar im 
Planetensystem, so viel bis jetzt bekannt ist, einen einzigen Fall^ 
wo man wirklich Yor einer periodischen Lösung des Drei-Eörper- 
problems (in diesem Falle des rabfr-Eörperproblems) steht, nämlich 
bei den drei inneren Jupiterstrabanten. Die Bedeutung der perio- 
dischen Lösungen für die Astronomie liegt aber nicht hauptsächlich 
in der Möglichkeit, solche Fslle in der Natur wiederzufinden — 
obgleich jedes Beispiel dieser Art vom grössten Interesse ist — » 
sondern vielmehr in der Thatsache, dass man mit ihrer Hilfe ver- 
schiedene besonders schvriierige Probleme des Himmels mit Erfolg 
angreifen kann. In seiner grundlegenden Arbeit über das Mond- 
problem geht Hill von einer periodischen Lösung der ersten Grat- 
tung aus, und seine diesbezüglichen numerischen Untersuchungen 
sind nicht als blosse Bechenübungen zu betrachten, sondern ak 
eine wahre Grundlegung einer genauen Berechnung der Mondbahn. 
Derselbe Ausgangspunkt kann mit Vortheil auf die Theorie der 
kleinen Planeten Anwendung finden. Die periodischen Lösungen 
derselben (der ersten) Gattung werden ohne Zweifel eine wichtige 
Bolle für die Theorie der Nebenplaneten spielen, wie dies aus den 
Arbeiten von AntY, Tisserand, Backlxtnd u. A. über die Saturn- 
Satelliten hervorgeht. Die Librationsfälle unter den kleinen Planeten 
stehen in einem intimen Zusammenhang mit den periodischen Lösungen 
der zweiten Gattung^ imd die wichtigen Gruppenstörungen von 
BoHLiN sind im Grunde nichts anderes als Anwendungen derselben 
Lösungen) obgleich sein Ausgangspunkt hiervon etwas abweicht 

Man hat also allen Grund anzunehmen, dass die periodischen 
Lösungen des Drei -Eörperproblems eine bedeutende Bolle in der 
Astronomie zu spielen bestimmt sind. 



^ Man vergleiche „Meddelanden Mn Lands Observatorium Nr. 12'' und 
die Untersuchnngen im siebenten Abschnitt über die secnlaren StÖrangen der 
kleinen Planeten. 



ZEHNTERABSCHNITT 

CONVERGENZ DER REIHEN IN DER 
MECHANIK DES HIMMELS 



§ I. Convergenz der Reihen Im Problem der zwei Körper. 

Die Frage nach der Convergenz der Reihen in der Astronomie 
hat ihre grosse Bedentong nicht nui^ in mathematischer Hinsicht, 
sondern Tor allen Dingen wegen der wichtigen praktischen Schluss- 
folgeningen, die nnr nach einer sorgftltigen Untersuchung der Con- 
vergenz der benutzten Beihen gezogen werden können. Folgende 
Fragen muss man dabei vor Augen haben. Elrstens, in welchem 
Bereich der angewandten Verftnderlichen sind die Beihen convergent? 
Zweitens, wie gross ist der zu bef&rchtende Fehler, wenn man die 
Entwickelungen bei einem bestimmten Glied abbricht? Endlich 
lassen sich unter Umständen aus den Conveigenzuntersuchungen 
Schlüsse ziehen in Bezug auf die Aufsuchung derjenigen Ent- 
wickelungsmethoden, die f&r die numerischen Rechnungen die grössten 
Tortheile gewähren. 

Die zweite und dritte Kategorie dieser Fragen ist bis jetzt 
wenig untersucht worden, obgleich wichtige Ansätze hier und da 
nicht fehlen. Ich erinnere z. B. an die Untersuchungen über die 
EuuBB'sche Beihe und ihre Bedeutung für die sogenannte mecha- 
nische Quadratur (vergL den achten Abschnitt). Es fehlen auch 
nicht ähnliche Untersuchungen in der Störungstheorie. Indessen 
liegt hier ein grosses grösstentheils unangebautes Feld vor, wo man 
mit Hilfe der vorliegenden Convergenzuntersuchungen für die Astro- 
nomie höchst wichtige Bchlussfolgerungen noch zu erwarten hat 

In Bezug auf die erste Frage, die ja auch für die anderen 
Fragen grundlegend ist, sind indessen die Untersuchungen weiter 
getrieben worden, obgleich auch hier verschiedene Probleme noch 
auf ihre Lösung warten. Das wichtigste Ergebnias dieser Unter- 
suchungen ist, daes es noch nicht gelungen ist Ausdrücke für die 
Coordinoten im Probleme der drei Körper zu finden, die f&r eine 
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unbeschränkte Zeit ilire Gültigkeit behalten, oder wenigstens, dass 
es noch nicht bewiesen worden ist, dass derartige Ausdrücke 
existiren« Die überaus wichtige Frage von den Orenzwertfaen der 
Goordinaten im Drei-Eörperproblem — eine Frage, die man kurz 
als die 8tabiUtät*frage bezeichnet — ist also immer noch als eine 
offene zu betrachten, obgleich man wohl kaum als ein allzu phan- 
tastischer Wahrsager betrachtet werden müsste, wenn man die Yer- 
muthung ausdrückte, dass ihre Lösung nicht Tiele Jahrzehnte auf 
sich warten lässt 

Wir haben in diesem Paragraphen die Entwickelungen der 
relativen Goordinaten im Problem der zwei Körper zu untersuchen. 
Im § 9 des vierten Abschnittes wurde gezeigt, dass die Goordinaten 
im Zwei-Eörperproblem, wenn es sich um die eütpUBche Bewegung 
handelt, periodische Functionen der mittleren Anomalie sind, die 
sich als FoüBiEB'sche Beihen der folgenden Fonn darstellen lassen: 

(1) ^Ä,iio%il + yi -^ e^^B^wiil y 

wo / =s 71 (^ — t^ ist. 

Es wurde in demselben Paragraphen bewiesen, dass diese 
Reihen für alle reeUen Werthe von / (also auch für alle reellen 
Werthe der Zeit) und für alle endlichen Werthe der Ezcentricität 
— e — convergiren. Es genügt solche Werthe von e zu betrachten, 
deren absoluter Betrag kleiner als die Einheit ist 

Die Goefßcienten Ä^ und B^ sind holomorphe Functionen von e, 
die für einen beliebigen endlichen Werth e^^ für 6, nach positiven 
Potenzen von e ^ e^ entwickelt werden können. 

Die Functionen costV und sint7 sind andererseits offenbar 
holomorphe Functionen von ^, und jedes Glied in den obigen 
Summen lässt sich also, für beliebige endliche Werthe von e^ und 1^, 
nach positiven Potenzen von e-^e^ und t^t^ entwickeln, und zwar 
für beliebig hohe Werthe von e — « ^ und t^-^t^. 

Hieraus folgt aber nicht, dass die Summen (1), und somit die 
Goordinaten, als Beihen nach Potenzen von e ^ e^ und t^ t^ ent- 
wickelt werden können, die für beliebig hohe Werthe von tf — e^ 
und t-^t^ convergiren. Um diesen'Schluss zu ziehen, ist es nothwendig, 



§ i. Oonvergenx der Rdhen im PrMmn der zwei Körper, 257 



dass die Beihen (1) gewisse Bedingoogen erfüllen, die yon Weeeb- 
STBA88 in einer berühmten Abhandlung (,^ur Functionenlehre^ 1880) 
auseinandergesetzt worden sind, und welche Bedingungen hier nicht 
erfbllt sind. 

Bei vielen Gelegenheiten muss man indessen Entwickelungen 
der Coordinaten nach Potenzen der Ezcentricitäten oder der Zeit 
anwenden, und es entsteht somit die Aufgabe, den Convergenz- 
bereich dieser Entwickelungen zu bestimmen. 

Die Entwickelung der Coordinaten nach Potenzen der Excen- 
tricitäi, die wir in diesem Paragraphen untersuchen wollen, wurde 
zuerst Yon LAPitA.CE im Anhang zum fünften Bande seiner „M^ca- 
nique cöleste'^ (1825) untersucht Seine Methode ist, ihrem Principe 
nach, einfach und direct, erfordert aber bei der Ausführung sehr 
lange und schwierige Auseinandersetzungen. Später hat Caücht 
und, nach seinem Vorgange, Boüoh£ die Frage vom G^chtspunkte 
der CAüCHY'schen Functionenlehre behandelt, und einen ähnlichen 
Ausgangspunkt haben in letzterer Zeit die meisten Arbeiten über 
dieses Problem gewählt Ich möchte unter diesen die Unter- 
suchungen yon BuoT und Boüqüet in ihrer „Theorie des fonctions 
elliptiques'' (Quartausgabe) besonders hervorheben. 

Diese Untersuchungen beziehen sich auf die Entwickelung der 
Coordioaten nach Potenzen von e, also, nach der Terminologie von 
Weiebstbass, auf die Entwickelung dieser E\mctionen in der Um- 
gebung der Stelle e ^0. Hieraus kann man indessen nicht direct 
den Conyergenzbereich der Entwickelung der Functionen in der 
Umgebung einer beliebigen Stelle « =» «^ bestimmen. Diese letztere 
Frage ist vom Verfasser untersucht worden (Meddelanden fr&n Lunds 
Obsenratorium Nr. 22) und ich gebe hier die Hauptzüge dieser Aus- 
einandersetzung wieder. 

In § 9 des yierten Abschnittes haben wir für die relativen 
Coordinaten im Zwei-Eörperproblem folgende Ausdrücke gefunden: 

x=^A i + ß fi, 

, MMhADlk dw Himmeto. U. 17 
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wo A^ und B. gewisse trigonometrische Functionen der Perihellänge, 
der Enotenlänge nnd der Neigung sind, und wo 

I = a (cos IC — tf) , 



f] = a y 1 — «* sin «7 

ist Hier bedeutet io die ezcentrische Anomalie des Planeten. Die 
Coordinaten sind also holomorphe Fiinctionen der excentrischen 
Anomalie. 

Wenn man die Coordinaten als Functionen der Excentricität 
betrachtet, so ist der Convergenzbereich der Entwickelungen d^ 
Coordinaten nach Potenzen von e —' e^ von der Lage der. singolären 
Punkte dieser Functionen abhängig. Die obigen Ausdrücke zeigen 
aber, dass diese singulftren Punkte theils 0=1 (welcher Punkt ein 

Verzweigungspunkt der Function yi — e* ist), theils die singulären 
Punkte der Function w — als Function von e betrachtet — sind. 

Die Aufgabe wird somit auf die folgende reducirt: welchen 
Convergenzbereich hat die Entwickelung von to nach Potenzen 
von e — Sq? 

Der functionale Zusammenhang zvdschen der excentrischen 
Anomalie und der Excentricität ist durch die EEPiJSB'sche Gleichung 
gegeben. 

Wird die Excentricität mit C, die mittlere Anomalie mit / be- 
zeichnet, so lautet diese Gleichung 

(1) tp — fsintr = /. 

Indem man hier tr als eine Function von ^ betrachtet, kann / 
als ein (constanter) Parameter angesehen werden, der einen beliebigen 
reellen Werth zwischen ~oo und +oo annehmen kann. Wir setzen 

(2) « = 9(0, 

oder wenn man den Parameter / andeuten will 

(2*) w=^<p{C,l). 
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Es handelt sich um die Bestimmimg der singolären Punkte der 
Function g>. Wenn die Lagen dieser Punkte bestimmt sind, so 
weiss man, dass die Entwickelung von w in der Umgebung der 
Stelle ^ s ^ innerhalb eines Kreises convergent ist, dessen Mittel- 
punkt in ^ liegt und dessen Peripherie durch den nächsüiegenden 
singulären Punkt geht 

Die Function fp ist eine unendlich yieldeutige Function von ^, 
so dass zu einem gegebenen Werth yon ^ eine unendliche Zahl 
von Werthen für w gehört Man kann diese Werthe in folgender 
Weise finden. 

Gesetzt 
(8) f=| + ti7, w^x + iy, n^^i* + fi\ 



wo t = y— 1 ist, so erhält man aus {1\ indem man die reellen und 
die imagin&ren Theile trennt^ die beiden Gleichungen 



(4) 



ar^sinar— ^t^ = (ar _ /)! + y^^ 



2 



X*COSx =s y I — (ar - l)fi. 



2 



Wir nehmen zuerst an, dass die Ekcentricit&t einen redien 
Werth hat, so dass 17 = ist 

Aus (4) ist ersichtlich, dass die Werthe 



(5) 



X -- l =z |sinx 



dann immer eine Lösung der Gleichungen (4) geben. Ist | < 1 , 
wie wir hier yorläufig annehmen, so ist die zweite Gleichung (5) 
für einen einzigeS Werth von x erfüllt. Dies ist, wie gleich be- 
wiesen werden wird, der einzige reelle Werth von w in diesem Falle. 

Um die übrigen Werthe von to zu bestimmen, schreiben wir 
die Belation (4) — wo noch immer 47=^:0 gesetzt wird — in der Form: 

17* 



3P*i->«« 






MBAamOt d»t JSmnels. 




i^^SISm4^it$iH" diesen Gleichungen genO^o, 
^||>aa»^^|^(ftSit erhatten werden. Wir be- 
1$tl9V?tfSk^[9'fi''^ii ^ <^« Gleichnngen zweier 
'•|||i$j'S'ftKr^tt^«|i«»i^d (B} bezeichnen wollen. Die 

'iG^n3ll3a||!iri?Va*^'5@l die gesnchten Werthe von x 

li|^^)^wi.4&1SfStinendlichen Schaar von Zweigen. 
ISHA-^^t^^^e^d-l^nnen, dasB man einen beliebigen 
^^^l'fcl'l^l'^ Länge 2A«(*=0, ±1, ±2,...) 




["Ißinen einzigen Zweig zu unter- 
^ta^Sirren zur ;c-Achse Bynunetrisch 
'S'^bT^ von y in Betracht za ziehen. 
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Die linke Seite der Gleichnng f&r ( J) 



2y SooB» 

wächst stetig mit y und hat also f&r y == ihren Minimalwerth, 
der gleich der Einheit ist Man findet dies am leichtesten, indem 
man f&r e^ und «"' Potenzreihen einf&hrt Zu jedem Werth 
Yon X gehört also ein einziger Werth Ton y. Der Minimalwerth 
Yon y wird f&r jt == erhalten und ist also ans der Oleichnng 



2y I 

bestimmt Da wir hier | < 1 angenommen haben, schneidet die 
Cnr?e [B) also niemals die :r^ Achse. Für z ^±^ wird y =: oo . 
Der hier betrachtete Correnzweig nähert sich also asymptotisch den 
beiden durch x ^± ^ definirten geraden Linien. 

Was die Curve {J) betrifft, so ist ihre Discussion ähnhcher 
Art Die linke Seite hat einen Minimalwerth gleich Eins für y = 
und wächst mit wachsendem y stetig ins Unendliche. Die Curve 
besteht aus einer unendlichen Zahl von Zweigen, welche sich den 
zu der y- Achse parallelen Linien x =inn{n^Oj ±1, ±2,...) 
nähern. Die Curve ist zur x-Achse symmetrisch und die ver- 
schiedenen Zweige sind zwischen den beiden parallelen Geraden 
x ^2nn und x ^[2n + l)n eingeschlossen. Es giebt ausserdem 
einen Curvenzweig zwischen x ^ und x ss n. Dieser Zweig 
schneidet die x-Achse in demjenigen Punkte x^, der durch die 
Gleichung 

(7) x^-^i^x^^^l 

bestimmt ist und nähert sich asymptotisch der Geraden x ^n. 

Die Curven haben f&r | =» Ys» ' = T ^®^ durch die beigef&gte 
Fig. 17 angezeigten Verlauf. 
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Die Werthe der Function 97 (^ für diesen Werth der Elzcen- 
tricität und der mittleren Anomalie sind durch die Schnittpunkte 
zwischen den beiden Currenschaaren gegeben. Ein Werth, x^j ist 
reell und wird aus (7) gefunden« Die jr-Coordinaten der übrigen 

Werthe sind zwischen ar = 4n — und x = (4n + 1)^ gölog©^ Ä^ 

n = 1, 2, S, . . ., und zwischen x = 4«^ und x = (4n — 1)^ Ar 

n^Oj — 1, — 2, — 8,..., und nähern sich mit wachsendem n 

den Werthen jr =3 (4n + 1) ^ für positive Werthe yon n und den 

Werthen ar = (4n — 1) ^ für negative Werthe von n. Die y-Coordi- 

naten gehen mit wachsendem n ins unendliche. Ich gebe unten 
die Gleichung einer Curve an, die durch sämmtliche Schnittpunkte 
der Curven [A) und {B) hindurchgeht» 

Hat die Excentricität einen imaginären Werth, so ist die Be- 
rechnung der entsprechenden Werthe von w etwas mühsamer. Sie 
lässt sich aber auch dann in elementarer Weise ausfOhren. Aus 
(4) leitet man in der That folgende Gleichungen ab: 

(a) i««{e2f + e-2»- 2co8 2a:} = [x - /)* +y*, 
^ ' Bin*« cos'« ' 



oder wenn man in diesen GleichilDgen die x- und die ^Coordinaten 
separirt: 

(a) e"» + g-3» - -^ = 2 CO8 2« + ^^^ ~ ^^ . 

(b) I** («2» - e-3»)« = (x - /)» [*»«2, + *i<5-a, _ 2 d* — 17»)] 

. -8(x-/)y|i7 

+ y» [«»«"» + «>«-2» + 2(1» - 17»)], 
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(0) «*=y'f-^{ ^1 + 

^ ' ^ l »m* X cos" X \ 



+ 2.|-^>/l+<*-'^f' 



cos'x 



^ [ sm"x 
^ ^ L Bin" X cob' X J 

Diese Gleichungen können sämmtlich auf die Form 

gebracht werden, wo f{x) und g (y) bestimmte Functionen von x und 
y sind. Curven, deren Gleichungen Yon dieser Form sind, können 
indessen immer leicht gezeichnet werden. 

Die Schnittpunkte zweier der Gurren (a), (b) oder (c) bestimmen 
die Werthe von x und y. Die Gleichung (a) kann als die y,Modul- 
gleichung'' bezeichnet werden, da sie nur vom Modul , also nicht 
vom Werthe des imaginären und des reellen Theils der Ezcentricität 
abhängt Die entsprechende Curve unterscheidet sich von den 
übrigen darin, dass sie einen continuirlichen Verlauf hat 

Bei der Discussion der Gleichungen (b) und (c) muss man 
darauf achten, dass die durch Quadriren der Gleichungen (4) er- 
haltenen falschen Wurzeln eliminirt werden. 

Wir haben also gefunden, dass w eine unendlich yieldeutige 
Function der Ezcentricität ist Hat die Elxcentricität einen reellen 
Werth, der kleiner als Eins ist, so ist yon den entsprechenden 
Werthen von w' eine einzige Wurzel reelL Es ist diese Wurzel, 
die f&r die astronomische Anwendung der KEPLEB'schen Gleichung 
von Interesse ist 

Es handelt sich darum, diese Wurzel fiir einen gegebenen 
Werth ^ von ^ nach Potenzen von ^ — ^ zu entwickeln. 

Man kann sich zu diesem Zweck des CAüOHr'schen Elxistenz- 
theorems (IX § 6) bedienen. 
Aus der Gleichung 

(8) tr-/-fsinti? = 
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folgt nämlich die entsprechende Differentialgteichimg 

dw nintc 



(9) 



di l — Cco6w * 



Das Existenziheorem von Caüoht sagt nun ans, dass daa 
Integral w dieser Gleichnng, das ftLr f = ^ den Werth w =s w^ an- 
nimmt» sich nach Potenzen von ^ — ^ in der Form 

«^ = «^0 + ^1 K - So) + S(f - &)' + ••• 

entwickeln l&sst, so oft die rechte Seite Yon (9) nach positiven 
Potenzen von to — lo^ und ^ — ^ entwickelt werden kann. 

Die singul&ren Werthe yon ^, für welche eine derartige Elnt- 
wickelong nicht existirt, werden also erhalten, indem man w zwischen 
den beiden Gleichungen 

(8) tr-/-f sin 10 = 

und 

(10) l-fcosti?«0 

eliminirt 

Die Lage dieser singulären Punkte kann in folgender Weise 
ermittelt werden. 

Aus (10) erhält man 



f=n:sinio = ±y^-l-l, 



und schreibt man (8) in der Form 



> 



so erhält man die folgende Gleichung zur Bestimmung der singu« 
lären Werthe yon ^ 



(11) |±]/-^-i-«**^^*^' 
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Man kann diese Gleichung mit ^ mnltiplidren, wenn man nnr 
beachtet, dass die hierdurch eingeführte Wurzel ^ » die Glei- 
chung (11) nicht befriedigt und also keine singulare Wurzel ist 
Man erh&lt somit die Gleichung 

(12) 1 ±yr:^ ^ c^±vi^^v^K 

Man hat die Wurzeln dieser Gleichung zu berechnen. 
Setzt man zu diesem Zwecke 



(18) z^iTVr=^, 

welche Gleichung giebt 

(IS*) f»«2^-z>, 

so erh&lt man aus (12) die Gleichung 

(14) (-|--l)«a. = ^+V^2i. 

Der Parameter / hat einen beliebigen reellen Werth. Dagegen 
kann man f&r die entsprechenden z reelle oder imagin&re Werthe 
erhalten. Setzt man also 



zssQ^*zspcosd + y— 1 (» sin d 

und trennt in (14) die reellen und die imaginären Theile rechter 
und linker Seite, so erhSlt man die beiden Gleichungen 



(16) 



^tfoot^rAcos(2(>sinö-Ö)-co8(2(>sinÖ)l =:e«cos2/, 
e2«oot^r_2.8in(2(>sind-Ö)- sin(2p8inÖ)] =e«sin2/, 



aus welchen man die folgenden bequemen Gleichungen ableitet 
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(16) 



(17) 



2 



sin (2/ + ö - 2()8mö) - 8in(2/- 2p8mÖ) = 



Wir betrachten diese Gleichungen als die Gleichungen zweier 
reellen Gurren, deren Schnittpunkte uns die Lage der singiilären 
Punkte giebt. 

Die Curve (16), die von / unabhängig ist, besteht aus zwei ge- 
trennten Zweigen. Der eine, den wir unten näher betrachten 
wollen, ist von lemniscatenähnlicher Form, und hat fbr q cos = 1 
einen Doppelpunkt Der andere Zweig besteht aus der geraden 
Linie (>cosd==l (Fig. 18). 




ti.-'^chse 



Fig. 18. 



Die Schnittpunkte dieser Geraden mit (17) sind leicht zu be- 
stimmen. Setzt man ^ = 1 :co8d in (17) ein, so erhalt man näm- 
lich die Lösungen 



(18) 



nn 



ö-tgfl = :^-Z, 



e = 



2 
1 



cosd 



Diese singulären Punkte sind also eine unendliche Zahl iao- 
lirter Punkte, die sämmtlich auf der Linie q cos d » 1 gelegen sind. 
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Die Discnssion der Cniren (16) and (17) wird durch die EÜn- 
ffthnmg geradliniger Coordinaten erleichtert Setzt man also 

U ^ p cos d y V ^ QBijlO, 

80 erhalten wir diese Gleichungen unter folgender Form 

(19) , 4(1-«) _ . 

(20) (u - 1)* = 1 + 2»cotg(2/ - 2v) - ü«, 

wo zu bemerken ist, dass zu (19) noch die Cunre « = 1 , die wir 
schon discutirt haben, hinzukommt 

Die Curye (19) ist zur Achse der ti- Coordinaten symmetrisch 
und ebenüalls zu der geraden Linie u = 1 . Setzt man nämlich 

« = 1 — II, 
so kann man (19) in der Form 

(21) „. = _i_,. + 2,J,±i-5^. 

oder 

V* = 2 «cotghp 2 * — ** — 1 

schreiben, woraus der Satz unmittelbar folgt 

Weiter kann s nicht beliebig gross werden. Die Maximal- 
werthe für s werden aus der Gleichung o = erhalten, welche giebt 



m ^' = (Bt)' 



Diese Gleichung hat zwei Wurzeln: «==0 und «=1.195 (genähert). 
Die erste Wurzel giebt einen Doppelpunkt, die zweite ist der ge- 
suchte Maximalpunkt 

Das Aussehen der Curve (19) ist aus der Fig. 18 ersichÜicL 
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In der Umgebimg des Ponktos « = hat man gen&hert 

so dass die Canre hier aus den beiden Geraden 
und 

8 

besteht 

Die Form der Cur?e (17) oder (20) zn kennen, ist nicht 
für unseren jetzigen Zweck nothwendig. In der That hängt die 
Form dieser Corre vom Werthe des Parameters / ab, und indem / 
sich verändert^ bewegt sich der Schnittpunkt zwischen (16) und (17), 
also auch der singulare Punkt der EspiiBB'schen Gleichung auf der 
Curve (16). Für die Convergenz der nach den Potenzen der Excen- 
tricität fortschreitenden Beihen in der AstronomiCi ist aber noth- 
wendig, dass die Ekcentncität einen solchen Werth hat, dass die 
Beihen filr alle reellen Werthe von l conyergent bleiben. Der ge- 
suchte Conyergenzradius ist also der kleinste Radius, den man er- 
hält, indem man / zwischen — oo und +oo rarüren lässt Nun 
kann man aber beweisen, dass die reelle Grösse / immer so gewählt 
werden kann, dass die Curve (17) durch einen beliebigen Punkt auf 
der Gurre (16) hindurchgeht Es genügt also diese Curye zu be- 
trachten, weil jeder Punkt derselben ein singulärer Punkt sein kann, 
und also auch als ein singulärer Punkt betrachtet werden muss. 

Dass die Grösse / in dieser Weise gewählt werden kann, be- 
weist man folgendermassen. 

Erstens findet man unmittelbar aus der Gleichung (18), dass 
jeder Punkt der Linie (> cos d » 1 ein singulärer Punkt werden 
kann. Wird ein beliebiger Werth 6 ^ 6^ gewählt, so erhält man 
das entsprechende / aus der Gleichung 
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Dass die Cnrre (20) bei einer geeigneten Wahl des Para- 
meters / durch jeden beliebigen Pnnkt von (19) gehen muss, ist 
ebenso leicht zn finden« Werden nämlich beliebige Werthe u^ nnd 
Vq f&r u und v angenommen, so ist (20) erfbUt, wenn / so gewählt 
wird, dass 

ist, was durch eine geeignete Wi^ von / immer erreicht werden 
kann. 

Von u nnd v gehen wir mittelst der Gleichnng (13*) zu f über. 
Setzen wir 

(22) f=| + «i7 = xif-V^, 

so erhalten wir, indem wir die reellen nnd die imaginären Theile 
in (13*) trennen, 



(23) 



x«cos2r = -(l -ii)> + ü* + 1, 
««sin 2t« 2t?(l-.tt), 



aus welchen Gleichungen x und r und also auch | und 17 berechnet 
werden können. 

Die Gurre (19) geht hierdurch in eine Gurre über, welche die- 
jenigen Werthe der Ekcentricität giebt, für welche die Function (2) 
(p{Q Singularitäten besitzt. Diese Singularitäten sind alle Ver- 
zweigungspunkte. 

Die so erhaltene Gurre, welche die singulare Ourve der eUq>- 
tischen Bewegtmg genannt werden kann, und die in Fig. 19 wieder- 
gegeben ist, besteht aus einer geschlossenen Gur?e ABCD um den 
Anfangspunkt der Goordinaten, und zwei geradlinigen Theilen 
AE und CF^ die mit der positiven bez. negativen |- Achse zu- 
sammenfallen, wenn die Stücke dieser Achse zwischen und A 
bez. zwischen und C weggenommen werden. Der Badius Vector 
von nach einem Punkt der Gurve, der mit dem absoluten 
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Betrag oder Modtdus von ^ zusammenfällt, ist in Ä gleich der 
Einheit and nimmt contmuirlich bis B ab, wo er den Werth 0.6627 • . . 




jL S'Achse ^ 



Fig. 19. 

hat Man findet den Werth q dieses Moduls, indem man in (12) 
/ = -^ und t,^iq setzt, und die so erhaltene Gleichung 



2 



;24) 1+yi +ya = yeViT? 

nach q auflöst 

Die Formel (24) fällt mit der bekannten IiAPiiACE'schen Formel 
für die Berechnung des Convergenzradius der Elntwickelung der 
Goordinaten nach Potenzen der Excentricität (in der Umgebung 
von f = 0) zusammen. Man erhält denselben Werth, wenn man 
die Gleichung (21**^, die hier in der Form 



(24*) 



(52- = 



g + 1 
«- 1 



geschrieben werden kann, nach s auilöst und dann nach (23) 9^(=Jf) 
aus der Formel 



(24**) 



y = )/^ä^rT 



berechnet Man findet in der That, dass diese Gleichungssysteme 
identisch sind. 



Cowoer^en'. 



Die Fig. 19 wurde aus den folgenden nnmerischen Werthen 
der Coordinaten | nnd 17 der singnlären Coire berechnet. 

Tabelle L 
Coardmaien der nngularen Curve. 



s 


V 


« 


f 


V 


0.0 


0.000 


1.000 


1.000 


0.000 


0.1 


0.057 


0.9966 


0.9965 


0.0057 


0.2 


0.114 


0.9868 


0.9865 


0.0281 


0.8 


0.165 


0.9707 


0.9694 


0.0511 


0.4 


0.212 


0.9491 


0.9449 


0.0896 


0.5 


0.251 


0.9226 


0.9122 


0.1876 


0.6 


0.282 


0.8917 


0.8702 


0.1945 


0.7 


0.802 


0.8574 


0.8174 


0.2586 


0.8 


0.810 


0.8208 


0.7514 


0.3299 


0.9 


0.802 


0.7828 


0.6681 


0.4068 


1.0 


0.278 


0.7418 


0.5586 


0.4878 


1.1 


0.211 


0.7021 


0.4047 


0.5787 


1.18 


0.181 


0.6899 


0.8406 


0.5999 


1.16 


0.140 


0.6779 


0.2585 


0.6268 


1.19 


0.071 


0.6665 


0.1287 


0.6589 



Die Curye hat fiLr |=>±1, 17 = eine Spitze, nnd geht hier 
in die geraden Linien 17 = ({ |{ > 1) über. Indem | gegen Null ab- 
nimmt, wächst 17 continnirlich, um für |sO dem LAPLACE'schen Gon- 
yergenzradius gleich zu werden. Der Winkel bei A ist gleich 120^ 

Die singulare Gurre erlaubt in einüacher Weise die Frage nach 
der Grösse des Convergenzradius bei der Entwickelung der Coordi- 
naten in der elliptischen Bewegung nach Potenzen von ^ — ^ zu 
beantworten. Man nimmt zu diesem Zwecke ^ als Mittelpunkt 
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emes Kreises an, und sucht den kleinsten Kreis an^ der die singn- 
läre Curve ber&hrt Der Badins dieses Kreises ist gleich dem ge- 
sachten Conyergenzradins. 

Nimmt man z. B. an, dass man die Coordinaten nach Potenzen 
von ^ •* 0.8 entwickeln will, so erhält man mittelst der Figur ftr 
den Convergenzradius den Werth 0.544 nnd folglich ist die be- 
treffende Entwickelang fbr alle solchen reellen Werihe — | — der 
Ekcentridtät convergent, die zwischen | = — 0.244 und | == + 0.844 
liegen. Die betreffenden Reihen convergiren also f&r alle posiäven 
Werthe der Excentricität, die kleiner als 0.844 sind, wogegen die 
füntwickelongen nach Potenzen yon | nor filr | < 0.6627 conver- 
giren. Da es bei den astronomischen Anwendangen solcher Reihen 
nor aof die reellen Werihe der Excentricität ankommt, kann man 
also den Convergenzbereich der Beihen yergrössem, indem man 
nach Potenzen von C — ^ entwickelt and ^ in geeigneter Weise 
bestimmt Die nachstehende kleine Tabelle giebt eine genäherte Dar- 
stellang der Gonvergenzverhältnisse bei verschiedenen Werthen von ^. 



Tabelle H 



Werihe des Converyefizradius, 



io 


R 


»mlii. 


^nuuc. 


0.0 


0.663 


0.0 


0.668 


0.1 


0.644 


0.0 


0.744 


0.2 


0.598 


0.0 


0.798 


0.8 


0.544 


0.0 


0.844 


0.4 


0.480 


0.0 


0.880 


0.5 


0.409 


0.091 


0.909 


0.6 


o.sso 


0.270 


0.930 


0.7 


0.251 


0.449 


0.951 


0.8 


0.169 


0.631 


0.969 


0.9 


0.087 


0.818 


0.987 
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Es bedeutet hier S den Werth des Conyergenzradias bei einer 
Entwickelang nach Potenzen von C -* ^ • Unter ^min. ist der kleinste 
positioe Werth der Excentricität verstanden« der innerhalb des Con- 
yergenzkreises liegt 

Obgleich der Gonyergenzradins stetig yerkleinert wird, indem 
^ yon Null wächst, wird der Bereich der posiäoen ^-Werthe inner- 
halb des Conyergenzkreises immer grösser, bis man zu einem 
zwischen 0.4 und 0.5 gelegenen Werth — ungefähr gleich 0.446 — 
ftbr ^ gelangt ^ Eine Entwickelung nach Potenzen yon f — 0.446 
würde für alle positiven Werthe der Ezcentricität, welche kleiner 
als 0.892 sind, convergiren. 

Eine ähnliche Untersuchung in Bezug auf die entsprechende 
Entwickelimg der Coordinaten in der hyperboliechen Bahnbewegung 
wäre leicht auszuführen, liegt aber bis jetzt nicht vor. 



§ 2. Convergenz der Reihen im Problem der zwei Körper. 

Fortsetzung. 

Wir haben im yorigen Paragraphen gefunden, dass die Cüoordi- 
naten in der elliptischen Bewegung holomorphe Functionen der 
ezcentrischen Anomalie sind, und dass die excentrische Anomalie 
yon zwei Grössen abhängt, nämlich von der Bahnexcentricität f und 
von der mittleren Anomalie / des Planeten. Bei mehreren Gelegen- 
heiten, im Besonderen bei der Bestimmung der Elemente eines 
Planeten aus gegebenen Beobachtungen, ist es angemessen, sich der 
Entmckelungen der Coordinaten nach Potenzen der mittleren Ano- 
malie zu bedienen, und die Bestimmung des CSonvergenzradius in 
diesen Entwickelungen ist also von grosser practischer Bedeutung. Da 

ist, wo ^ die Zeit für den Durchgang des Planeten durch das 
Perihel bezeichnet, so ist eine Entwickelung nach Potenzen von 



^ Eine andere Sache iBt die Stärke der Conyergenx. Diese ist am gröasten 
für So s 0, wo der Oonyeigenxradias seinen Maximalwerth hat 

Charuxr, Modumlk dM HimoMls. IL 18 
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l -^l^y wo /^ = n (/^ — t^ ist, mit einer Entwickeltmg nach Potenzen 
von t-^ t^y also mit einer Entwickelung nach Potenzen der Zeit, 
gleichbedeutend. 

Der Gonvergenzbereich dieser Entwickelungen ist leichter zu 
bestimmen als derjenige der Entwickelungen nach Potenzen der 
Excentricität, diese Bestimmung geschieht aber in ähnlicher Weise. 
Aus der EEPLEB'schen Gleichung 

(1) «7 — fsintr = / 

ist w als eine Function von ^ und / 

(2) «^-9P(f,0 

definirt Wir haben im vorigen Paragraphen / als einen reeUen 
Parameter betrachtet und w als eine Function der Veränderlichen ^. 
Hier werden wir / *als eine Veränderliche betrachten und ^ als einen 
Parameter, den wir als reeüj posiüo und kiemer als Eins annehmen 
wollen, da dieser Fall allein für die Astronomie von Interesse ist. 

Erstens ist dann zu bemerken, dass w eine unendlich vieldeutige 
Function von / ist. Dies folgt in der That aus der im vorigen 
Paragraphen gemachten Untersuchung, in der bewiesen wurde, dass 
zu gegebenen Werthen von ^ und / unendlich viele Werthe von w 
gehören. Die Function 9>(^, Q, als Function von / betrachtet, ist 
also eine vieldeutige Function, und es handelt sich darum, die 
singulären Punkte — Verzweigungspunkte — dieser Function auf- 
zusuchen. 

Aus der DifiPerentialgleichung 

dvf 1 



(3) 



dl l^Ccostp 



folgt, wie im vorigen Paragraphen, dass in den singulären Punkten 

(4) l-fcosii? = 

sein muss, und, indem man w zwischen dieser Gleichung und (1) 
eUminirt, erhält man die Gleichung (12) des vorigen Paragraphen 

(5) 1 ± yi"^« = f tf ± yn^+V^i . 
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Diejenigen Werthe von /, die diese Gleichung befriedigen, geben 
die singolären Punkte der Function g> {^y l), als Function von l 
betrachtet 

Die obige Oleichung lässt sich aber unmittelbar nach / auf- 
lösen. 

Wir setzen hier, wie schon erwähnt, voraus, dass ^ eine posi- 
tive Gh'össe kleiner als die Einheit ist I^ den entsprechenden 
Werth von / erhält man aber im Allgemeinen einen imaginären 
WertL 

Wir setzen also 



i^ff + Y-lh, 
und erhalten aus (5) 



(6) 



e"*siny = 0, 



Die zweite dieser Gleichungen ist befriedigt, wenn g ein ganzes 
yiel£Ekches von n ist Da indessen, nach den gemachten Voraus- 
setzungen in Bezug auf ^, die rechte Seite der ersten Gleichung 
stets positiv ist, so muss g ein gerades Vielfaches von n sein. 

(7) g^2kn (* = 0, ±1, ±2, ±3,...). 

Die erste Gleichung C6] giebt dann 

(7*) A = ±fr^ + log-— ^ 



i±i/r^ 

Man findet, dass die beiden Werthe von A, welche diese 
Gleichung befriedigen, sich nur hinsichtlich des Vorzeichens unter- 
scheiden (Fig. 20). 

Die singulären Punkte sind also symmetrisch zur Achse der 
^-Coordinaten geordnet, und liegen auf den zur A-Achse parallelen 
Linien, die durch die Punkte 2A9i(A ss 0, ±1^ ± 2, . . .) gezogen 
werden. SämmÜiche singulären Punkte haben — vom Zeichen ab- 

18* 
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gesehen — die n&mliche A-Coordinate, deren Werth aas (7*) er- 
halten wird. 

Die Lage der singolären Punkte und die Bestunmnng der 
Convergenzverhältnisse bei einer Entwickelung nach Potenzen der 
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Zeit in der elliptischen Bewegung ist zuerst yon F. B. Moui/tok 
gegeben worden (Astronomical Journal Vol. XXllli 1903). 

Will man die Coordinaten, bez. die excentrische Anomalie, 
nach Potenzen von / — 'q entwickeln, so hat also, wenn man die 



Werthe von l^ auf das Gebiet 

— n 



l 
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beschränkt, was keine EinschrS;nkung des Problems bedeutet, der 
Conyergenzradius Bj^ den Werth 



(8) 



Äio=y^^Ms 



wo h durch (7*) definirt ist 

Ist t^ derjenige Werth von t, der dem Werthe I^Iq entspricht^ 
so ist der Conyergenzradius Bt^ der Entwickelungen der Coordi- 
naten der elliptischen Bewegung nach Potenzen yon t^t^ durch 
die Formel 



(9) 
gegeben. 



Ä«. - ^ - iAt-Sm^ 
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Die Grösse des Convergenzradius ist Ton l^ und Yom Werthe 
der Ezcentricitftt abh&ngig. In der Formel (9) geht ausserdem die 
mittlere Bewegung des Planeten ein. 

Der Conyergenzradius hat f&r eine gegebene Ezcentricit&t 
seinen grössten Werth im Aphel und erreicht im Perihel seinen 
Minimalwerth 

Min. Bt.^\h\. 

Ist die Bahn kreisförmig, also ^ » 0, so zeigt die Formel (7*), 
dass der Conyergenzradius unendlich gross ist Die Coordinaten 
werden in der That dann durch die Formeln 

X « acosn(^— <„], y = asmn{t ^ t„) 

gefunden y und sind also in diesem Falle holomorphe Functionen 
der Zeit 

Indem die Excentricit&t, für einen gegebenen Werth von l^j 
Yon ^ = bis C s 1 wächst y nimmt der Werth des Conyergenz- 
radius continuirlich ab, und nimmt f&r ^ =» 1 seinen Minimalwerth 
— |/^| — an. 

Ich werde unten , nach Moüi/ton, einige numerische Beispiele 
dieser Formel geben. 

Die Frage nach der Entwickelung der Coordinaten in der 
parabolischen Bewegung nach Potenzen der Zeit ist zuerst yon 
W. A. HAMiiiTON (Astronomical Journal, Vol. XXTTT, 1903) unter- 
sucht worden. 

Wir haben in IV § 6 gefunden, dass die Coordinaten in der 
parabolischen Bewegung ganze rationale Functionen einer Hilfsgrösse w 
sind, welche mittelst der Formel 

(10) «, + i.«,. = ^(<_g 

8 Y^Q 

mit der Zeit yerbunden ist Setzt man 
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80 fallen also die Singalaritäten dieser Function mit den Sing^iilari- 
täten der Coordinaten, als Functionen der Zeit betrachtet, zusammen. 
Man findet aber ftLr to die Di£ferentialgleichung 



dw _ ]/2g'^« 
dt "1 +w*' 



und die einzigen Singularitäten der Function 
nach dem CAUCHT'schen Ezistenztheorem, f&r 



U) 



=±y:n. 



Die entsprechenden singulären Werthe — t — Ton t sind 
nach (10) 

Man hat also hier nur zwei singulare Punkte. Die Eint- 
Wickelung der Coordinaten in der parabolischen Bewegung nach 
Potenzen yon t^t^ conyergirt innerhalb eines Kreises« dessen 
Mittelpunkt in t^ liegt und dessen Peripherie durch t' geht. Der 
Gonvergenzradius ist also, für einen reellen Punkt t^y durch die Formel 

(12) X''y[U-Q'-if-Q* = ]/ifo-Q' + ^ 

gegeben. 

Der Conyeigenzradius ist am kleinsten im Perihel, wo 



It 



8V7 



ist Je grösser der Perihelabstand — ^ — ist^ desto grösser ist JR, 
das mit q, und auch mit t^ — («, ins unendliche wächst 

Was endlich die Entwickelung der Coordinaten in der kyper-* 
boUichen Bewegung nach Potenzen der Zeit betrifft, so ist diese 
Frage von Moulton (L c] untersucht worden« 
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Die Untennchimg kann in ähnlicher Weise, wie in den früheren 
Fällen, gefbhrt werden. Nach IV § 6 findet man, obgleich der 
Beweis daselbst nicht ansgeführt wurde, dass die Coordinaten in 
der hyperbolischen Bahn holomorphe Functionen einer Hil&grösse w 
sind, welche hier eine ähnliche Bolle wie die excentrische Anomalie 
in der elliptischen Bewegung spielt Zwischen dieser Grösse und 
der Zeit besteht die Relation 

(13) f sinhp to — tr = /, 

wo C die Excentricität bezeichnet und / « ^^ (t — t„) = ^(t — Q 

ist Wird hier w als eine Function von / betrachtet, so fallen die 
Singularitäten dieser Functionen mit den Singularitäten der Coordi- 
naten, als Functionen Ton / betrachtet, zusammen. Man erhält in 
frtlher auseinandergesetzter Weise diese singulären Werthe von /, 
indem man to zwischen (13) und der Gleichung 

(14) ^coshpir-lsO 
eliminirt 

Indem wir die Bedürfioisse der practischen Astronomie yor 
Augen haben, können wir uns hier auf solche Werthe yon ^ ein- 
schränken, die reell und grösser als die Einheit sind. 

Aus (14) folgen die Relationen 

coshpfT = y, sinhpir =± t ^ V" , 



w Ä log(coshp to + sinhp to) = log ^^^ 

Setzt man weiter 

1 = 9 + ki, 

80 lautet die Gleichung (18) 

± .y^lTT- log(l ± iy^^^) + logC = ^ + hi. 
Da weiter 



lQg{l ± i"V?^) - logf + i{ikn±vc^W^rT) 
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ist, wo k Null oder eine ganze positive oder negative Zahl be- 
zeichnet, und arctgy^— 1 denjenigen Bogen zwischen und n/2 

bedeutet, dessen Tangens gleich y f* — 1 ist, so erhält man, indem 
man die reellen und die imaginären Theile trennt, f&r g and h 
die Werthe 

(15) ] ±A=|^«"^n;-arc1«ys«-l +2kn 

(Ä = 0, ±1, ±2, ...). 

Die singulären Punkte liegen also in diesem Falle sämmtlieh 
auf der A-Achse, sind also rein imaginär. Sie sind symmetrisch 
auf beiden Seiten der reellen Achse gelegen, und wenn man setzt 



(16) Aj-yf^^nr-arctgys*^:^, 

so werden alle singulären Punkte erhalten , wenn man, von den 
beiden Punkten h^ und -^ h^ aus , auf der imaginären Achse nach 
einander Stücke gleich 2^1, 4^, Qn u.s. w. absetzt. 

Der Convergenzradius R in der Entwickelung der Coordinaten 
in der hyperbolischen Bewegung ist also, fbr einen reellen Werth 
von Iq 

(16*) Ä=yv + A,s 

wo h^ den kleinsten der aus der Formel (15) erhaltenen A- Werthe 
bezeichnet. 

Man stösst indessen hier auf eine Schwierigkeit. Nimmt man 
f&r h irgend einen ganzen negativen Werth an, so giebt es immer 
einen positiven Werth für ^, grösser als die Einheit, für welchen 
die rechte Seite von (15) verschwindet Der Punkt / = vdirde 
dann ein singulärer Punkt sein, was aber mit den gemachten Vor- 
aussetzungen nicht vereinbar ist Es ist nämlich vorausgesetzt 
worden, dass, f&r / = 0, man w = hat, und die G-leichung (14) 
zeigt, dass tr = kein singulärer Punkt ist Dieser scheinbare 
Widerspruch findet seine Erklärung in dem Umstände, dass nicht alle 
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singolären Punkte der Function (p (^, t) auch Verzweigungspunkte 
desjenigen Zweiges dieser Function sind, der, für alle Werthe der 
Excentricität, für / = den Werth Null hat Offenbar kann dieser 
Zweig der Function (p{C,t), den wir allein hier betrachten, nicht 
für / SS einen Verzweigungspunkt besitzen, da angenommen worden 
ist, dass, für / = 0, to » ist, und w ^0 kein Verzweigungspunkt 
der Function (p{w, l) ist Wir müssen also diejenigen Werthe von 
k in (15) ausschliessen, die f&r irgend einen positiTen Werth von 
^ (> 1) einen Werth A = geben können. Mit anderen Worten, 
k ist entweder gleich Null, oder ist gleich einer positiven ganzen 
ZahL Wir müssen also in (16*) A^ = A^ setzen und erhalten für 
den CouTergenzradius den Werth 

(17) Ä = y^7+V. 

wo 



(17*) \ = y^^^ - arctgyc*« 1 

ist, und arctg y f * — 1 denjenigen zwischen und 9r/2 gelegenen 
Bogen bezeichnet, dessen Tangens gleich V^— 1 ist 

Die Formel (17*) zeigt, dass i2, für ein gegebenes Z^, stetig 
mit der Excentricität — ^ — wächst Ist C "= ^y so ^^ i? = | /^ |. 
G-eht ^ ins Unendliche, so wächst B gleichzeitig über alle Grenzen. 

Will man den Convergenzradius — i?^ — für die Entwickelung 
der Coordinaten in der hyperbolischen Bewegung nach Potenzen 
von t—t^ berechnen, so erhält man 



Vt 



(18) *^=^*' 

wo der Werth für X aus (17) einzusetzen ist 

MoüLTON hat einige interessante numerische Schlussfolgerungen 
aus diesen Gleichungen gezogen, die ich zum Teil wiedergeben will. 

Schreibt man, der Symmetrie wegen, für die parabolische Be- 
wegung 

(19) ' = ^('-'-)' 
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80 dass die Gleichnng (10) lautet 

(20) tr + ^tr» = /, 

so kann man den Ausdruck für den Convergenzradius sowohl f&r 
elliptische, wie parabolische oder hyperbolische Bahnen in der Form 



(21) 
schreiben, wo 



Ä = VV + V» 



(22) 



für ;<l.\ = 






„ f>l:A,= y^:rT_arctgV?3T 



ist, and es sich am eine Elntwickelong nach Potenzen von / — /, 
handelt 

Fttr Terschiedene Werthe von ^ erhtlt man hieraas folgende 
Werthe von A^: 

Tabelle IIL 
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K 


*,• 


£ 


K 


0.0 


OD 


00 






0.1 


1.998 
1.812 


109«.55 
75.17 


1.0 


0.667 


0.2 


1.05 


0.010 


0.8 


0.920 


52.69 


1.1 


0.029 


0.4 


0.650 


87.28 


1.2 


0.077 


0.5 


0.451 


25.86 


1.8 


0.187 


0.6 


0.298 


17.06 


2.0 


0.686 


0.7 


0.181 


10.85 


10.0 


8.478 


0.8 


0.093 


5.85 


100.0 


98.42 


0.9 


• 

0.081 


1.80 


1000.0 


998.4 


0.95 


0.011 


0.68 







§ 2. Convergenz der Reihen im IMdem der zum Körper. 



283 



Diese Tabelle giebt den Werth des Convergenzradins an f&r 
/^ s 0, also für die Sntwickelangen im Perihel nach Potenzen yon /. 
In der dritten Colnmne habe ich die entsprechenden Werthe von A^, 
in Graden ausgedrückt, eingeführt Man findet hieraus^ dass, wenn 
die Ekcentricität gleich 0.1 ist, die Entwickelang der Coordinaten 
nach Potenzen der mittleren Anomalie bis / » 109^.55 convergirt 
n. 8. w. Die Ekitwickelongen nach Potenzen von / (also im Perihel) 
bei der parabolischen Bewegung conyergiren für / < 0.667, was einem 
Werth von 62^ für die Länge entspricht 

Die Convergenzradien für die Entwickelangen nach Potenzen 
der Zeit lassen sich mittelst der Formeln (0) und (18) leicht be- 
rechnen, wenn der Werth der mittleren Bewegung bez. der halben 
grossen Achse in der Bahn bekannt ist Indem er a = 2.65 setzt, 
berechnet Moülton folgende Tabelle, die für die Anwendung dieser 
Untersuchungen auf die Theorie der kleinen Planeten von Interesse ist 

Tabelle IV. 



Bi^ in Tagen für a = 2.65, 
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4-0 


4-60^ 


4 - 120« 


4» 180« 


0.0 


00 


00 


00 


00 


0.1 


501.2 


558.0 


726.0 


988.7 


0.2 


329.3 


421.1 


620.0 


854.0 


0.8 


280.7 


849.6 


578.7 


821.0 


0.4 


168.1 


802.2 


550.1 


805.1 


0.6 


118j0 


285.9 


587.8 


796.0 


0.6 


74.9 


278.1 


580.5 


791.5 


0.7 


45.5 


266.5 


527.8 


789.8 


0.8 


28.4 


268.7 


525.8 


788.4 

• 


0.9 


7.7 


262.7 


525.8 


788.0 


0.95 


2.8 


262.6 


525.2 


788.0 
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Die ümlaufiszeit eines ÄBteroiden in diesem Abstände ist 
1576 Tage. Die Entwickelungen der Coordinaten nach Potenzen 
der Zeit sind also im Aphel für mehr als einen halben Umlanf 
convergent Im Perihel nimmt die Grösse des Cromrergenzradias 
mit wachsendem Werthe der Elzcentricitftt rasch ab. 

Die nachfolgende, ebenÜBdls von Moüim)N berechnete Tabelle giebt 
eine gate Übersicht über die Werthe des Gonvergenzradius bei Ter- 
schiedenen Bahnfoimen. 



Tabelle V. 
Rt^ in Tagen /5r /^ = t., y = 1 
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Rk 


{ 


Ri. 


0.0 


CD 


1.0 


54.8 


0.1 


136.1 


1.05 


58.8 


0.2 


106.7 


1.1 


52.8 


0.S 


91.3 


1.2 


50.1 


0.4 


81.3 


1.8 


48.5 


0.5 


74.1 


2.0 


89.9 


0.6 


68.6 


5.0 


25.7 


0.7 


64.1 


10.0 


18.3 


0.8 


60.5 


100.0 


5.8 


0.9 


57.4 


1000.0 


1.8 


0.95 


55.6 







Hier ist in allen Fällen der Perihelabstand unveränderlich 
gleich der Einheit angenommen. 

Die Wichtigkeit dieser Zahlen für das Bahnbestinunnngs» 
Problem liegt aof der Hand.^ 



^ Vergleiehe in Besag hierauf die citirten AnfiriLtze von Haultoh und 

MOUIAOK. 
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Zuletzt werde ich die Entwickelongen im Zwei-Eörperproblem 
für den Fall betrachten, dass die Kraft repolsiy ist, nnd es sich 
um die Entwickelnngen der Coordinaten nach Potenzen der Zeit 
handelt In IV § 7 werden die Coordinaten in diesem Fall durch 
eine Hilfisgrösse w ausgedrückt^ welche durch die Belationen 

(23) w + ^sinhp w^l^ 

(28*) /==l^{l-g 

mit der Zeit yerbunden ist Hier soll, fOr / => 0, w gleich Null sein. 
Die singul&ren Werthe Ton / werden also erhalten, indem man 
w zwischen (23) und der Oleichung 

24) 1 +fcoshpto==:0 

eliminirt Hier soll ^ als eine positive Zahl grösser als die E2in- 
heit angenommen werden. 
Aus (24) erhftlt man 



coshp IT « — - , sinhp w = ± t ^-~ — » 



Setzt man 



to s log j 



iog(-i±iy?^^)-« + /Jt, 

so erh&lt man zur Bestimmung von a und ß die Gleichungen 

««cos/J = — 1, 

««sin/J-iVS^rr, 
und also 

«= logf, 

/9=TarctgyS*-l+jiijf, 
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wo m eine ganze Zahl oder Nnll bezeichnet Man findet aber ans 
der Qleichnng 

e«co8/? = — 1 , 

dass 008/? negativ und also m eine ungerade Zahl sein mnss. Es 
ist also 



log(- 1 ± iVf«- 1) = logf + t (:f arcigV^«- 1 +(2* + 1)«) , 

wo * = , ± 1 , ±2, ± 8 , . • . ist 

Wird dieser Ausdruck in (23) eingesetzt, und schreibt man 

(26) i^g + hi, 

so wird 

9^ 0, 

Ä = q: arctgV^^i + (2Ä + \)n±i^^^. 

Wie flir die hyperbolische Bewegung, bei attrahirenden Massen, 
so müssen auch hier negative Werthe von k ausgeschlossen werden, 
weil man sonst flir / = einen singulären Punkt erhalten würde. 
Setzt man 



Ai=yf*-l-arctgy?3T, 
so ist also die Lage der singulären Punkte durch die Formeln 

(26) 

1 ± A=:A, +(2A + 1)« (* = 0, 1, 2, 3, ...) 

gegeben. 

Der Gonvergenzradius — R — hat den Werth 



(27) R = y/,« + (A, + n)K 

Der Werth von h^ fällt mit dem Werth (16) für A^ in der 
hyperbolischen Bewegung bei attrahirenden Massen zusammen. 
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Die Grösse des Convergenzradias wächst mit der Excentricitat 
Im Perihel ist 

(28) ^perttMl = *!+«. 

Ist die Excentricitat gleich Eins, so ist A^ »0, und also R = n. 
'Es kann befremdend erscheinen, dass man hier einen endlichen 
Werth für den ConTergenzradius fbr ^ =: 1 erhält, wogegen bei 
attrahirenden Massen ftbr ^ = 1 der Werth des ConTergenzradius 
gleich Null ist. Dies findet seine natürliche Ebrklärong darin, dass 
fbr ^ a 1 bei anziehenden Massen die Bahn eine gerade Linie ist, 
die im Centralkörper ihren Endpunkt hat Es findet also im 
„Perihel'' ein Zusammenstoss der beiden Massen statt, und es kann 
dann von keiner Entwickelung nach Potenzen der Zeit die Bede 
sein. Wir haben dagegen in lY § 8 gefanden, dass bei einem 
Zusammenstoss die Goordinaten nach Potenzen von 

(< - töf'' 

entwickelt werden können.^ 

Bei abstossenden Massen liegt die Sache anders. Für ^ = 1 
ist zwar die Bahn auch geradlinig, die Körper nähern sich aber 
bis zu einem gewissen endlichen Abstand, um dann dieselbe Linie 
rückwärts zu beschreiben. Die Formel (28) zeigt, dass eine Ent- 
wickelung der relativen Goordinaten der Körper im Perihel nach 

Potenzen von /, d. L von ^-^ (^ — ^) i ftr l <n convergent bleibt 

Der Werth des Gonvergenzradius bei einer Entwickelung der 
Goordinaten nach Potenzen von < — /^ ist nach (23*) und (27) 



(29) Ä^ = l/(^o-0* + ^(Ai + ^)*, 



und hängt also von a und vom Werthe der Repulsionsconstante ab. 



^ Der GonyergeimadiiiB dieser Entwickelung ist nach (18) und (15) gleich 

L 

a 



Vi 



^ 2n. 
V7 
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In der BBSSEL-BssDiCHm'sGhen Theorie der Cometenschweife 
bedient man sich der Beihen, die nach Potenzen der Zeit fort- 
schreiten. Der Gonyergenzbereich dieser Beihen kann aus (29; 
berechnet werden. 

Nachtrag. Nachdem das Obige geschrieben wurde, habe ich von Hern 
Professor A. Wdcan in Upsala, mit dem ich diesen Sommer G(elegenheit Iiatte 
über diese Convergencfirage zu sprechen, folgende briefliche Mittheilnng erhalten, 
die ich mit der Erlaabniss des VerfSusers hier abdrucke. Seine Aaseinande^ 
Setzungen beziehen sich auf die S. 280 erw&hnte Schwierigkeit bei der Be- 
stimmung des Werthes des Convergenzradius in der Entwickelung der Coordi- 
naten in der hyperbolischen Bewegung nach Potenzen der Zelt Professor 
WixAN schreibt: 

„Es handelt sich um die Bestimmung des Convergenzradius derjenigea 
Potenzreihe to » /"(/), welche durch die Gleichung 

(1) (sinhptf — w — / a 

definirt wird, wo, für / = 0, tr » sein soll. Die Grösse C ist ein Parameter, 
der positiv und > 1 ist 

Die singuliiren Punkte der verschiedenen Zweige, welche der Gleichong (1) 
genfigen, mfissen die Bedingung 

(2) ( coshp tc' — 1 -i 
erfüllen, und man bekommt also 

(8) / = ± «[y?^ - arctgV?^ + 2kn] , 

wo k eine ganze positive oder negative Zahl bezeichnet 

An einer solchen singulfiren Stelle vertauschen sich im Allgemeinen swei 
fr-Zweige. Man findet aber, dass gewisse (-Werthe von besonderer Bedentong 
sind, di^enigen nflmlich, ffir welche die Gleichung 

(4) y?^^-arctgV'?^ + 2ifc«-0 

erf&Ut ist, wobei k einen negativen Werth haben muss. FQr solche £-Werthe 
fallen xwei singulare /-Werthe zusammen. Dies bedeutet, daß in diesem Falle 
»tcei Pcuw fff-Zweige um den singulären Punkt permuiut werden. Ein Zweig 
des einen Paares wird indessen hierbei nicht in einen Zweig des aaderea 
Paares fibergehen. 

Damit mehr als zwei Zweige in einem singulftren Punkt in Zusammen- 
hang treten sollen, ist erforderlich, dass auch 
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(5) imnhpw ^ Oj 

welche Gleichung erfordert, dftß C * 1 ut. FOr die Bingnlären Punkte ist hier 
l^2kni. An einer solchen Stelle hängen drei w-Zweige cjdisch snsammen. 
F&r k ^ werden diese Zweige durch die Gleichung 

»• + ...- 6/ 

gegeben, unter diesen giebt ein Zweig, bei wachsendem Werth yon t, für 
/ » 0, w — 0, also den Ausgangssweig. 

Wächst nun { und wird > 1, so wird dieser singulare Punkt in swei 
Punkte an^elOst, fOr welche 

l - ± iiV?^ - arctgV?^ 

ist Der Ausgangssweig hingt in diesen Punkten mit swei yerschiedenen 
Zweigen susammen. Es ist aber nicht möglich, einen singnlfiren Punkt des 

Ansgangsiweiges su erreichen, für welche | / 1 kleiner als V{? — 1 — arctg VJ*— 1 
ist. Der fragliche Zweig muss ja, wenn (4) erfüllt ist, mit genau denselben 
FunctionsEweigen in den singulftren Punkten yerbunden sein, wie für benachbarte 
C-Werthe. Der Conveigensradius der betreffenden Potensreihe tff^fll) ist also 

VP^^ - arctg }/?^ .« 

§ 3. Die Hia'sche Grenzcurve. 

Die Convergenzuntersachungen in der Mechanik des Himmels 
bezwecken vor allen Dingen die Grenzen, innerhalb welcher die 
relativen Coordinaten der Planeten sich yerändem können, zu be- 
stinunen. Es lässt sich aber indessen denken, dass man diese 
Grenzen finden kann, ohne für unbeschränkte Zeit gültige Beihen 
fUr die Coordinaten zn besitzen, und in der That sind verschiedene 
Versuche gemacht, solche Grenzen in indirecter Weise aufzusuchen. 
Von diesen Versuchen hat indessen, so viel ich weiss, nur einer 
sich als erfolgreich erwiesen — wenigstens als allgemeines Princip 
betrachtet — nämlich derjenige, der in der in § 8 IX erwähnten 
HiLL*schen Grenzcurve seinen Ausgangspunkt hat Mit Hilfe dieser 
Grenzcurve wurde es Hill möglich, das erste Mal in der Geschichte 
der himmlischen Mechanik, einen strengen Stabilitätsbeweis für eine 
Classe Bewegungen im Drei-Eörperproblem zu finden, indem er 
bewies, dass der Mond der Erde sich niemals mehr als bis zum 
Vierfachen seines jetzigen Abstandes von der Erde vom Haupt- 
planeten entfernen kann. Es wird hierbei vorausgesetzt, dass nur 

Cbablibb, Moobaalk dw mmmela. IL 19 
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die Anziehung der Erde und der Sonne auf den Mond in Betracht 
gezogen wird, und ausserdem musste Hii«l die Beschränkiing 
machen, dass die Bahn der E^rde um die Sonne genau kreis- 
förmig sei. 

Die HiUi'sche Grenzcurve hat in den letzten Jahrzehnten eine 
mehrfache Anwendung gefunden. Die allgemeinsten Untersuchungen 
über dieselbe rührt von Bohlin her (^^üeber die Bedeutung des 
Princips der lebendigen Kraft für die Frage von der Stabilität 
dynamischer Systeme'^ Acta Mathematica. 10. 1887), der auch ihre 
Bedeutung ftlr das allgemeine Drei-Eörperproblem untersuchte Es 
zeigt sich indessen, dass man hier aus einer Discussion der G-ren^ 
curve keine allgemeinen Schlüsse über die Maximal- oder Minimal- 
werthe der gegenseitigen Abstände ziehen kann, nur lässt sich 
ziemlich unmittelbar schliessen, dass nicht aüe Abstände gleichzeitig 
unendlich gross sein können. Zieht man das allgemeine Problem 
der n-Eörper in Betracht, ist nämlich nach V § 1 das Integral 
der lebendigen Kraft von der Form 

SO dass die Gleichung für die HiLL'sche Grenzcurve (hier würde 
man wohl besser von einer Grenzfläche sprechen] lautet: 

(n = 2^^^ + *. 

wo r.. den Abstand zwischen der Masse m. und der Masse m. he- 
zeichnet. Wir nehmen an, dass die Constante h der lebendigen 
Kraft, wie es iu unserem Planetensystem der Fall ist, negativ ist 
Die rechte Seite von (1) muss immer positiv sein, und hieraus folgt, 
dass die Abstände r^ . nicht alle gleichzeitig unendlich gross sein 
können. Die Mitglieder unseres Planetensystems können sich also 
nicht im Laufe der Zeit alle unendlich weit von einander entfernen. 
Im asteroidischen Brei-Kö'rperproblem giebt indessen die HiLii'sche 
Grenzcurve bessere Aufschlüsse über die Natur der Bewegung. 
Bohlin zeigt, wie bei gewissen Werthen der JAOonfschen Constante 
die Bahncurve des Asteroides innerhalb einer geschlossenen Curve 
liegt. Seine Untersuchungen wurden von Darwin in eleganter 
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Weise weitergeführt, und wir haben in IX § 3 die wichtigsten Er- 
gebnisse dieser Discassion wiedergegeben. Hier werde ich die 
Folgerungen ans diesem Principe in Bezug auf die Bewegung der 
kleinen Planeten in unserem Planetensysteme untersuchen. 

Es sei zuerst Jupiter der störende Planet, der sich in einem 
Kreise um die Sonne bewegt Das JACOSi'sche Integral lautet 

(2) (4f)*=2a-c. 

WO 

dB 

ist, und -jj die Geschwindigkeit des Asteroiden im bewegliohen 
Coordinatensysteme bezeichnet 

Die Gleichung der Grenzcurre ist 

(3) 2fl-C«0. 

Ist C hinreichend gross, besteht die Grenzcurve aus ge- 
schlossenen Zweigen und der Asteroid muss, wenn er sich beim 
Anfang der Bewegung innerhalb eines geschlossenen Zweiges be- 
findet, immer da bleiben. Bei einem Werth C^C^ geht die 
Grenzcurve in eine Lenmiscaten-ähnliche Figur über, die im Libra- 
tionspunkte L^ einen Doppelpunkt besitzt In IX § 1 haben wir 
gefunden, dass dieser Librationspunkt im Abstände 0.0668 vom 
Jvpiter liegt Der entsprechende Werth C^ von C wird demnach 
aus (3) erhalten, indem man q^ ^ 0.9332, q^ » 0.0668, fi = 1:1047 

setzt Man erhält 

C^ » 3.0426 . 

Wir können also den Satz aufstellen: Wenn für einen kleinen 
Planeten die JÄOOBi^*ehe Canstante grosser ah 3.0426 ist, so kann der 
Planet sieh nicht ausserhalb einer um die Sonne geschlossenen Curve 
bewegen. 

Um die Werthe der Jacobi' sehen Constante ftbr die kleinen 
Planeten zu erhalten, kann man aus ihren bekannten Elementen 

für eine gewisse Zeit die Werthe von q^, q^ und -^ berechnen, 
und erhält dann den entsprechenden Werth von C nach (2) aus 
der Formel 

19» 
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(4) 



<..^.^i^.(...+a-(4^)- 



Ich werde einige Werthe von C nnter der Voranssetzone: be- 
rechnen, dass die Bahn flir eine gewisse Zeit kreisf&nnig ist. Die 

absolute Geschwindigkeit des Asteroiden ist dann gleich 1 : Yp^ und 

die Geschwindigkeit Jupiters ist yi + ft, so dass 



(5) 
ist 



ds 



^-)=^Q,P+fl 



dt V^ 



Setzt man diesen Werth in (4) ein, so findet man, dass C f&r 
kleine q^ einen grossen positiven Werth hat; wie man sich Ton der 
Sonne entfernt, nimmt die Jagobi' sehe Gonstante an Grösse ab, bis 
sie zwischen Qi^=0 und (»i » 1 ein Minimum erreicht, um dann f&r 
(»^ s 1 wieder ins unendliche zu wachsen. 

Aus (4) und (5) habe ich folgende Werthe der jAOOEfschen 
Constante abgeleitet 

Tabelle VL 
Werthe der JAOoBischen Constante hn Planetensystem. 



9i 


mr 


C 


0.1 


9.8778 


10.6856 


0.2 


4.1452 


5.8978 


0.8 


2.8274 


4.4825 


0.4 


1.8945 


8.7690 


0.5 


0.8851 


8.4190 


0.6 


0.4768 


8.2214 


0.7 


0.2448 


8.1089 


0.8 


0.1010 


8.0486 


0.9 


0.0286 


8.0277 


0.95 




8.0408 


0.98 




8.1170 
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Diese Werthe sind für solche Werthe toh ^^, die zwischen 
0.6 oder 1.0 liegen^ in der Fig. 21 graphisch dargestellt 

Zieht man durch die Ordinate C » 3.0426 eine zur Abscissen- 
achse parallele Linie, so schneidet sie von der Curve ein Stück ab, 
das solchen &Werthen entspricht , fbr welche die Orenzcorve meM 




Fig. 21. 

geschlossen ist Man findet in dieser Weise aus der Figur, dass 
solche Asteroiden, welche eine Ej*eisbahn beschreiben, deren halbe 
grosse Achse einen Werth zwischen 0.815 und 0.96 hat (die halbe 
grosse Achse der Jupiterbahn als E^inheit genommen], keine ge- 
schlossene G-renzcurve besitzen. Man ist deswegen berechtigt, solche 
Bahnen als instabil zu betrachten. Wird die halbe grosse Achse 
der Jupiterbahn gleich 5.201 astronomischen Einheiten gesetzt, so 
sind also die genannten Grenzen fttr die Instabilität 

a = 4.24 und a = 5.00 . 

Die äussersten Asteroiden, die im Anhang zum ersten Bande 
aufgeführt sind, und ihre mittleren Entfernungen (a) von der 
Sonne sind 
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(m) Thule 4.263 
1893 X 4.125 



Q) Hüda 3.962 

Der äusserste Asteroid (m\ Thule liegt also nahe anf der 

Q-renze zum instabilen Bereich. Alle übrigen bekannten Asteroiden 
besitzen eine gescMossene Orenzeurve, insofern nur die Jupiter- 
Störungen in Betracht gezogen werden , wenigstens wenn vom Eüd- 
fluBS der Werthe der Excentridtäten und der Neigungen auf die 
Stabilitätsfrage abgesehen wird. 

Eine Untersuchung über die Grenzcurve der kleinen Planeten 
wurde zuerst yon Eobb ausgeftLhrt (Bulletin Astr. 1901). Ebr findet» 
indem er auf die Excentricität der Bahn Bücksicht nimmt, dass 

der Asteroid (m) Thule ausserhalb der Stabilitätsgrenze liegt und 

um die Sonne keine geschlossene Gfrenzcurve besitzt 

fiEat die Bahn des kleinen Körpers einen mittleren Abstand grösser 
als 0.96^ wird die entsprechende Grenzcurve um Jupiter geschlossen, 
und der Körper wird dann nicht zum Asteroidenringe gehören. 

Es kann kein Zufall sein, dass, von einem einzigen Asteroiden 
Yielleicht abgesehen, sämmtUche bekannte kleine Planeten innerhalb 
des in Bezug auf die Jupiterstörungen stabilen Gebietes gelegen 
sind. Der Werth a = 4.24 bildet eine natürliche obere Grenze f&r 
die halben grossen Achsen der Bahnen der kleinen Planeten, ebenso* 
wohl wie der in VIL § 12 gefundene singulare Punkt a =: 2.05 eine 
untere Grenze f)ir den Asteroidenring bildet. 

Wir haben hier nur den Einfluss Jupiters auf die kleinen 
Planeten berücksichtigt. Von den übrigen Planeten im Planeten- 
system ist die Einwirkung yom Mars auf die Asteroiden indessen 
nicht zu yemachlässigen. Giebt die Grenzcurve hier eine Auskunft 
über die Natur der Bewegung? 

Für grosse Werthe von C — und bei allen bekannten Aste- 
roiden hat C einen Werth, der als gross betrachtet werden kann — 
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besteht die Grenzcorre aus einem kleinen, nahe kreisförmigen Zweig 
um Marsj einem ebenfalls nahe kreisförmigen Zweig um die Sonne 
mit einem Radius, der etwas kleiner als die halbe grosse Achse der 
Marsbahn ist, und ausserdem aus einem dritten Zweig, den man 
auch als nahe kreisförmig betrachten kann, dessen Mittelpunkt in 
der Sonne liegt und der einen Radius etwas grösser als die halbe 
grosse Achse der Marsbahn hat. Der kleine Planet muss sich 
ausserhalb des letztgenannten Ejreises bewegen. Den Radius dieses 
Kreises kann man als ein Minimum für den Abstand des kleinen 
Planeten von der Sonne betrachten. 

Bei der Berechnung des Werthes dieses Radius kann man die 
mit der kleinen Marsmasse multiplicirten Glieder in (2*), (4) und (6) 
yemachlässigen. Wird die augenblickliche Bahn eines Asteroiden 
als kreisförmig betrachtet, mit dem mittleren Abstände a yon der 
Sonne, und der Werth des betreffenden Radius mit x bezeichnet, 
so leitet man aus den genannten Formeln leicht folgende Gleichung 
zwischen a und x ab: 
(6) x« + | = i. + 2|^, 

eine Gleichung, die eine Wurzel zwischen Null und der Einheit 
und eine Wurzel zwischen der Einheit und + oo hat. Die letztere 
Wurzel entspricht dem gesuchten Minimalwerth yon a. 

Ist z. B. a aa 1.6 (es ist zu bemerken, dass alle Abstände in 
dem mittleren Abstände des Hauptplaneten — hier Mars — yon 
der Sonne als Einheit auszudrücken sind), so bekommt man jrs= 1.21 ; 
ist a = 2.0 so ist x = 1.36. 

Man kann dieselbe Formel (6) benutzen, um den Maximalwerth 
des mittleren Abstandes des Asteroiden zu berechnen, wenn die 
Störungen des Asteroiden yom Jupiter in Betracht gezogen werden. 
Hier handelt es sich um diejenige Wurzel, die kleiner als die Ein- 
heit ist. 

Werden die Werthe der Maximal- und Minimalabstände in 
gewöhnlichen astronomischen Elinheiten ausgedrückt, so erhalten wir 
somit aus (6) 
für a = 2.28 : Minimalabstand = 1.82 , Maximalabstand » 3.28 , 

„ a = 3.04 : „ = 2.08 , „ = 3.90 . 
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Der kleine Planet ^o^ Harmonia, der sich gegenwärtig in einer 

nahe kreisförmigen Bahn mit der halben grossen Achse nahe gleich 
2.28 bewegt, würde also niemals der ^ Sonne näher kommen können 
als auf den Abstand 1.82 und sich niemals weiter von der Sonne 
entfernen können, als auf den Abstand 8.28. 

Wir sind indessen dabei von der Voraussetzung ausgegangen, 
dass die beiden störenden Planeten unabhängig von einander ihre 
Grenzcurven für den kleinen Planeten bestimmen. Inwiefern die 
so bestimmten Maximal- und Minimalabstände des kleinen Planeten 
als wirkliche Annäherung zur Wahrheit betrachtet werden können, 
muss dahingestellt werden. In Bezug auf den Maximalabstand 
wird zwar, die kleine Marsmasse kaum eine merkliche Correcüon 
geben können. Ob aber die durch Afars, wenn dieser Planet der 
einzige ,,grosse<' Planet im Planetensystem wäre, bestimmte innere 
Grenzcurve ftir die Asteroiden auch thatsächlich vorhanden ist, kann 
hieraus nicht geschlossen werden. 

Zuletzt will ich bemerken, dass das jACOBi^sche Integral (2) 
erlaubt, weitere Schlüsse über die StabilitätsTerhältnisse zu ziehen, 
als nur mit Hilfe der Grenzcurve geschehen kann. Die diesbezüg- 
lichen Betrachtungen können indessen besser in einem anderen Zu- 
sammenhang als hier auseinandergesetzt werden. 

§ 4. Convergenz der Entwickelungen nach Potenzen der 

störenden Massen. 

Die Störungstheorie, deren Methoden seitLAPLACE undLAOBAKGS 
bis in unsere Tage die Untersuchungen in der Mechanik des Himmels 
beherrscht haben, geht von einer Entwickelung der Coordinaten 
nach Potenzen der kleinen Planetenmassen aus. Wie yerhält es 
sich mit der Convergenz dieser Entwickelungen? 

Es stellte sich bald heraus, dass das Vorhandensein der secu» 
laren Störungen für die Convergenz der Reihen, wenigstens f&r 
längere Zeiten, hinderlich sei. Zwar könnten Laplace und Lagbabqe 
den Beweis geben (man vergleiche den siebenten Abschnitt), dass 
in den StöruDgen der ersten Ordnung keine secularen Glieder in den 
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Aii8drQcken fbr die halbe groBse Achse, die Bkcentricitftt nnd für 
die Neigung der Bahn yorkamen. Wie es sich aber mit den Coeffi* 
cienten der höheren Potenzen der Massen in dieser Beziehung ver- 
hälty wussten sie nicht und diel muss, in der Hauptsache, bis jetzt 
als eine unbekannte Sache betrachtet werden. 

Eine andere Schwierigkeit ftr die Convergenzuntersuchung 
gaben die „kleinen Divisoren'^ Vom Standpunkte der Störungs- 
theorie betrachtet, könnte ein vor der Integration unbedeutendes 
oder gar yerschwindend kleines Glied zu Störungen von beliebig 
hohem Betrage Veranlassung geben, wenn nur die mittleren Be- 
wegungen der Planeten mit einander nahe commensurabel sind. 

Andererseits zeigt die numerische Anwendung der Störungs- 
theorie auf das Planetensystem eine gute Uebereinstimmung zwischen 
der Theorie und den Beobachtungen. Man kann hieraus indirect 
schliessen, dass eine CouTergenz, irgend welcher Art, wirklich vor- 
handen sein muss. 

In Anbetracht der genannten Schwierigkeiten könnte man indessen 
darauf geüasst sein, dass die Reihen wenigstens nicht f)ir beliebig hohe 
Werthe der Zeit convergent blieben. Sind aber die Beihen über- . 
haupt fbr einen beschränkten Zeitraum conveigent? Oder gehören sie 
zu den „halbconvergenten'' Reihen — yon der Art der Stiblinq'- 
schen Reihe, die wir im achten Abschnitt betrachtet haben — , die 
einen genäherten Ausdruck für die Functionen geben, wenn man 
einige Glieder im Anfange der Reihe mitnimmt, deren Glieder aber 
zuletzt ins unendliche wachsen? 

Die Antwort auf diese Fragen ist ftlr die Anwendungen der 
Störungstheorie auf die Berechnung der Bewegung der Himmels- 
körper yon der grössten Bedeutung. Sind nämlich die Reihen nur 
halbconoerffent, so kann die Berechnung der Störungen höherer 
Ordnung unter Umständen als eine unnütze oder gar schädliche 
Arbeit betrachtet werden, und man thäte dann besser, die sehr 
zeitraubende Berechnung der Störungen höherer Ordnung zu 
unterlassen, und sich mit den Störungen der ersten Ordnung 
zu begnügen, in welchem Falle man natürlich genöthigt wäre, 
diese Berechnung für genügend nahegelegene Epochen neu aus- 
zuführen. 
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Es sei X irgend eine Coordinate,^ fOr welche man durch Inte- 
gration der DifiEerentialgleichungen der Bewegung den Ausdruck 

(1) X = Xq + /ATj + /iA>», + /u'ar, + . . . 

erhalten hat Die Grösse /ti ist ein Repräsentant der störenden 
Planetmassen, so dass, wenn diese mit m^, m^j . . ., m, bezeichnet 
werden, man 

(2] m^= a^iij m^ = a^fjLj . . ., m^=i a^fi 

hat, wo cr|, <)(,,..., tf^ als endliche Zahlen zu betrachten sind, 
von welchen eine beliebig gewählt werden kann. 

In (1) nennt man x^ die Störungen erster Ordnung, s^ die 
Störungen der zweiten Ordnung u. s. w. 

Bei der Behandlung der Frage nach der Convergenz der 
Reihe (1) sind zwei Probleme zu unterscheiden. Die Störungen 
der verschiedenen Ordnungen werden nicht durch geschlossene Aus- 
drücke gegeben, sondern in der Form unendlicher Reihen. Das 
eine Problem ist, die Gonvergenz dieser Reihen zu untersuchen. 
Das zweite Problem hat zum Gegenstand, die Gonvergenz der von 
den Störungen verschiedener Ordnung gebildeten Reihe (1) zu unter- 
suchen. 

Mit dieser letzteren Frage wollen wir uns in diesem Para- 
graphen beschäftigen, um uns vom erstgenannten Problem unab- 
hängig zu machen, wollen wir die Aufgabe so formuliren: lassen 
sich die Goordinaten im Drei-Eörperproblem (bez. Problem der 
n- Körper) nach Potenzen der kleinen Massen entwickeln, und, 
wenn dem so ist, welcher Art ist die Gonvergenz dieser Reihen? 

Die Antwort auf diese Frage ist vom VerfiEtöser im BuOeän 
Astr. 1902 gegeben. 

Wir bedienen uns der DsiiAüKAT'schen Elemente des fünften 
Abschnittes (§ 5). Wenn ausser der Sonne s Planeten vorhanden 
sind, so lauten die Differentialgleichungen 



^ Unter Coordinate verstehe ich hier eine beliebige abhängige Verfioderliehe, 
es seien rechtwinklige Coordinaten, polare Goordinaten, oscnlirende Elemente o. d. 
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(3) 



WO 



dhi BF 

di "^ ßidlt' 


dk BF 

dt ~ ßidln' 


dOi BF 

dt ßiBgi' 


dgt BF 
dt " ßiBGi' 


dHi BF 
dt ßiBhi' 


dhi BF 
dt ßiBHt' 



(i = 1 , 2 , . . . , s)j 



^i=y^o 






Die Störungsfanction F l&sst sich nach Potenzen der kleinen 
Massen — oder nach fi — entwickehi, nnd man hat 



(3*) 



P^F^ + pLF^+li^F^ + ... 



Die Erweiterung Poincab^ s des GAUOHr'schen Existenztheorems 
(IX § 7) lehrt, dass das Integral der Gleichungen (8) nach Potenzen 
Yon /Ei entwickelt werden kann, wenn ju hinreichend klein gewählt 
wird, für alle Werthe von t, für welche die Elntwickelung (3*) gültig 
ist, mit einer Beschränkung, die wir in IX § 7 formulirt hahen 
für den Fall, dass die Entwickelung (3*) f&r alle Zeit convergirt 

Damit dies gilt, muss aber eine Bedingung erfüllt werden, die 
wir jetzt untersuchen wollen. Die Lösung der Gleichungen (3) sei: 

i. ^L^[t,iu), l^ =.l^{t,fi), 



wo die Functionen Z^{t, (a), G^(tJ n) xls,w nach positiyen Potenzen 
von fi entwickelt sind. 
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Für fft =3 haben diese Ftmctionen die Werthe 



(4) 



L,[t,Q), G,[t,0), ff,(t,0), 
iiityO), ff,{t,0), h,{t,0), 



und nach IX § 7 ist erforderlich, dass F und die Ableitongeu dieser 
Function nach Zj u. s. w. nach Potenzen Ton Z^— -L^i^y OJ, 
G^ — G^ {t, 0) u. 8. w. entwickelt werden können. 

Die Functionen (4) reduciren sich aber im yorliegenden Falle 
auf Gonstanten, mit Ausnahme von /^(^yO), welche Function den 
Werth 

/J^O)«n^f + c, 

hat Die Grössen Z^ [t^ 0), G^ [t, 0) u. s. w. sind in der That nichts 
anderes, als die zur Zeit ^ = osculirenden Elemente der Planeten. 

Die Störungsfunction und ihre Ableitungen nach den Elementen 
sind aber analytische Functionen der Elemente, die fbr beliebige 

Werthe 

r (0) gr (0) ffm 



(5) 



7(0) ^(0) JL(0> 



nach positiven Potenzen von Z^ — Z/^, G^ — 0/^^ u. s. w. — unter 
Voraussetzung, dass diese Grössen hinreichend klein gewählt werden 
— entwickelt werden können, welche Reihen fdr alle reellen Werthe 
der Zeit convergiren, wenn nur die durch (5) bestimmten Kegel- 
schnitte sich nicht gegenseitig schneiden. 

Es genügt, um dies zu beweisen, das folgende einüetche Problem 
zu betrachten. Es sei die Aufgabe gestellt, die Function 



^ Vl + a«-2ocoß/ 



wo a < 1 ist, im Punkte / = /^ nach Potenzen von / — /© zu ent- 
wickeln. Es wird behauptet, dass diese Entwickelung in einer 
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endlichen Umgebung Ton I^Iq conyergirt und zwar f&r alle reellen 
Werthe Ton Z^. Setze 

dann ist 

cos/ SS cos/qCOb| — sin/^sinl 

SS cos /^ — 2cos/0sin'^| — sin /^ sin 1, 
nnd also 

(6) y W = [1 + «» - 2«co8/.]-V.(l + —^J—^>j-\ 

WO 

/« 2fl((2oo6/0sin'|| + sin i^ sin D 
ist 

Die rechte Seite Ton (6) kann aber nach Potenzen von f ent- 
wickelt werdeni wenn 

\f\<l +a*-2acos/^ 

ist, oder da a < 1 angenommen worden ist, wendT 

ist, was für einen Werth l^ auch habe. 

Die Gleichung (7) ist aber erfüllt, wenn 

(7«) 2|8in»H| + |8in||<il^ 

ist 

Ist diese Bedingung eif&llt, erhalten wir also 

(8) 9 (/) ^Ä^ + A^f+A^P + ..., 

wo J^j A^j A^ Functionen von /^ sind« Diese Beihe convergirt 
gleichförmig ftür alle Werthe von 1, welche dem Bereich (7*) ange- 
hören, und zwar f&r alle reellen Werthe von l^. Wir nehmen an, 
dass (7*) f&r alle | erftillt ist, welche die Ungleichheit 

(9) II Ke 

befriedigen, wo p eine endliche Zahl bezeichnet 
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Die Eeihe (8) convergirt dann gleichfönnig ün Gebiete (9). 

Nun ist aber / eine holomorphe Function yon |, die, f&r alle 
Werthe von Z^, in eine beständig conyergirende Beihe nach 
Potenzen von | entwickelt werden kann. Folglich kann nach dem 
Theorem von Weiebstbass (in ,,Zur Functionenlehre^Q dia rechte 
Seite von (8) in eine Beihe nach Potenzen von | umgeformt werden, 
die im Gebiete (9) convergirt, und zwar für alle reellen Werthe 
▼on Zq. Man könnte aber offenbar nicht diesen Schluss ziehen^ 
wenn für einen bestimmten reellen Werth von l^ die Grosse 
1 + a^ ^2aQO%l^ gleich Null werden könnte. 

Nach dem Obigen und nach den Auseinandersetzangen in 
IX § 7 gestaltet sich also die Gonvergenz der Beihen (1), welche 
die Coordinaten im Problem der n^Körper ausdrücken« in folgender 
Weise: 

Es sei eine beUebye reelle Zahl T gegeben^ dann läset sich immer 
eine endliche^ positive Grösse R finden der Ärty dass die Coordinaten 
im Problem der i^KSrper sich für alle | ju | < i2 nach Potenzen van 
fi entwickelt werden können^ und zwar convergiren diese Mei/ien für 
alle Werthe der Zeit, t, welche dem Gebiete 

O^t^T 
angehören. 

Die Grösse T kann beliebig hoch gewählt werden. Man muss 
indessen hier zwei mögliche Fälle unterscheiden. Der Werth des 
Convergenzradius kann entweder von T abhängig sein, oder ist für 
alle T gleich. Die PoiNCAHfi'sche Hilfsfunction in IX § 6 führt zu 
einer Integralfunction, die nach Potenzen yon /u entwickelt werden 
kann, und der Convergenzradius dieser Entwickelung ist von T 
abhängig, und geht gegen Null, wenn T ins unendliche wächst 

Nach der im genannten Paragraphen gefolgten Methode kann 
man nicht beweisen, dass der Convergenzradius der Entwickelung 
des Integrals einer gegebenen Differentialgleichung grösser ist als 
der entsprechende Convergenzradius der Hilfsintegralfnnction. Es 
kann aber vorkommen, dass der wahre Convergenzradius einen viel 
grösseren Werth hat, und im Besonderen kommt es vor, dass der 
Convergenzradius bei der Entwickelung des Integrals einer gegebenen 
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Differentialgleichimg, nach Potenzen eines Parameters fiy von T 
unabhängig ist Die Sache könnte etwa durch Aufsuchung oiner 
anderen Hilfsfonction erledigt werden. 

Welcher von diesen Fällen (ob R Ton T abhängt oder nicht) 
bei den Differentialgleichungen fbr das Problem der ii-Eörper 
wirklich Torkommti fordert eine besondere Untersuchung. Es 
scheint mir aber wahrscheinlich, dass hier B nicht von T ab- 
hängig ist 

Die practischen Schlussfolgerungen fUr die Störungstheorie ist 
in den beiden Fällen sehr yerschieden. Ist R von T abhängig, 
dann lässt sich, bei gegebenen Massen^ mit Hilfe von Entwickelungen 
nach Potenzen der Massen die Gültigkeitsdauer der Entwickelungen 
nicht über eine gewisse Zeit treiben. Ist diese Maximalzeit erreicht^ 
so lassen sich die Resultate nicht auf längere Zeit ausdehnen, auch 
wenn man Störungen von noch so hoher Ordnung in Betracht zieht 

Ist andererseits R von T unabhängig, so convergiren die Reihen 
fbr unbeschränkte Zeit, so oft ^ < iZ ist Man kann dann mittelst 
der Störungsformeln die Goordinaten f&r beliebig hohe Werthe der 
Zeit berechnen. Die Reihen leiden aber in diesem Fall an einem 
anderen Ubelstand, der ihre practische Verwendung beschränkt 
Um je höhere Zeit die Reihen benutzt werden sollen, desto mehr 
Glieder müssen in den Entwickelungen mitgenommen werden, um 
eine bestimmte Genauigkeit zu erreichen, desto höherer Ordnung 
müssen die zu berücksichtigenden Störungen sein. Die Reihen sind 
für aUe Werthe der Zeit conyergent, aber die Convergenz wird mit 
wachsendem Werth von t verzögert. 

In beiden Fällen — sei es, dass R von T abhängig ist oder 
nicht — lässt sich indessen ein wichtiger Schluss ziehen: Die 
Entwickelungen der Goordinaten im Problem der n- Körper nach 
Potenzen der Massen gehören nicht zu den halbconvergenten Reihen. 
Befindet man sich nur innerhalb des Gebietes der ConvergenZy ist es 
sowohl berechtigt wie nützlich, Störungen höherer Ordnung in Betracht 
zu ziehen, um genauere Resultate zu erhalten. Je höherer Ordnung 
die berücksichtigten Störungen sind, desto genauer ist das Resultat 

Die numerische Anwendung dieser Betrachtungen auf das 
Planetensystem ist mit nicht kleinen Schwierigkeiten verbunden. 



304 Oonvergenz d&r Eeihen in i&r Meehcmik des Himmeis. 

Die Metboden des CAUOHY'schen EzistenztheoremB geben im Allge- 
meinen allzu kleine Wertbe f&r den Conyergenzradiojs. Sie werden 
yielleicbt docb genügen, um den Beweis führen zu können, dass die 
ßntwickelungen nacb Potenzen der tfaatsäcbliob vorbandenen Massen 
im Planetensystem für einen nicbt zu unbedeutenden Zeitraum 
convergent bleiben. Es ist aber wahrscbeinlich nicht unmöglich, 
bessere Hilfsfnnctionen aufzusuchen, die es erlauben, den Con?er- 
genzbereich schärfer zu bestimmen. 



§ 5. Convergenz der Reihen in der StOrungstheorie. 

In IX § 9 wurde gezeigt, dass die Ent¥dckelung der Störcmgs- 
function in der Form 

(1) F^ 2^u'C0s(iZ + r/' +jg +Jsf) 

geschrieben werden kann, wo t, T, j', / alle ganzen, positiTen und 
negativen, Zahlenwerthe annehmen. Hier bedeuten g und ^ die 
Winkelabstände der Perihelien von der gemeinsamen Enotenlinie 
der Planetenbahnen auf der unyeränderUchen Ebene, und / und l 
sind die mittleren Anomalien der Planeten, also von der Form 

In Bezug auf die Coefficienten Ä^^^ wissen ?mr, dass sie ana- 
lytische Functionen der Excentricitäten, e und /, und der gegen- 
seitigen Neigung / der Planetenbahnen sind, welche iu der um* 
gebung Yon e = e' = /= nach positiven Potenzen von e, €< und 
J entwickelt werden können, wobei die Coefficienten Functionen 
der halben grossen Achsen, a und a\ der Planetenbahnen sind 

Die Beihe 

(2) 2 1 ^'fr 

convergirt in einem Bereich — B — für a, a', «, e und J* 

In Bezug auf die Entwickelung der Coefficienten Ä ist eine 
wichtige Eigenschaft zu bemerken, dass nämlich in der Entwickelung 
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(3*) ^^f, ^^aePe^J^^ 

immer die Ungleichheit 

(3) ;, + j + r^||,-| - |r| 

erfüllt ist. 

Wird nun unter E ein beliebiges Element yerstanden, so gilt 
für dasselbe die Differentialgleichung 

(4) ^ = 2^rC0B('/ + ''^' + i>,^ 

wo B^^ ^jf, +fsf oder D^^ ^jg +fg' + 90« ist. 

Die Coefticienten B haben hier wesentlich dieselben Eigen- 
schaften wie die CoefHcienten Ä in der Entwickelung der Störungs- 
function. 

In der Störungstheorie werden (vergl. VI § 4), um die Störungen 
der ersten Ordnung zu erhalten, die Elemente g^ g\ a, a\ e, e, J 
in der rechten Seite von (4) als unveränderliche Grössen betrachtet, 
und man erhält nach der Integration 

(4*) J? = 2' J7riW^^(" + '''^' + ^i/) + ^'+^0- 

Es handelt sich darum , die Convergenzverhältnisse der in 
diesem Ausdruck auf der rechten Seite vorkommenden Summe zu 
untersuchen. 

In Bezug auf diese Summe ist zuerst zu bemerken, dass alle 
solche Glieder, für welche i und t" dasselbe Forzeichen besitzen, 
aus der Summe ausgeschieden werden können. Da nämlich fOr 
solche Glieder der Divisor \in + i'n\ eine endliche untere Grenze 
besitzt, so bildet die Summe aller solchen Glieder eine Reihe, die 
innerhalb des Bereiches B convergent ist. 

In Folge der Ungleichheit (3) können wir die Aufgabe noch 

etwas vereinfachen. Wir können nämlich £^.^, auf das grösste Glied 

in der Entwickelung dieses Coefificienten — welche Entwickelung' 
von der Form (3*) ist — reduciren, und indem wir eine Grösse x 

Cbabusb, Medumik dw mmmelB. n. 20 
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einftihreii^ welche gleich der grössten der — zwischen Null nod 
der Einheit gelegenen — GFröasen e^ e' und /ist, so werden wir 
auf die Betrachtung einer Reihe von der Form 

(8) 5S78in(,7-t'/' + 2>) 

gef&hrt, wo 



(5*) 



r= |.--«'| 



und V gleich dem Verhältniss zwischen n' und n ist 

Wäre V eine rationale Zahl, so würde ein Glied in (5) immer 
unendlich werden, aber auch, wenn v irrational ist, so können, die 
Zahlen t und t" offenbar solche Werthe annehmen, dass der Nemier 
t — i' V einen beliebig kleinen Werth annimmt Hieraus entstehen 
die grossen Schwierigkeiten bei diesen ConvergenzuntersuchimgezL 

Die rationalen Werthe Yon v können aus der Betrachtung aus- 
geschlossen werden, wenigstens wenn es sich um die rein stönmgs- 
theoretischen Reihen handelt. Die Werthe von t und i\ die so 
beschaffen sind, dass die Gleichung i—i'v==0 genau erfüllt ist» 
geben nämlich zu seeularen Gliedern Veranlassung, und diese Glieder 
sind im Goefficienten C (4*) enthalten. 

Wir nehmen also an, dass v eine irraäonale Zahl bezeichnet, 
und es ist immer erlaubt» sie kleiner ab die Einheit zu betrachten. 

In der Summe (5) sind die Factoren sin (t7— t'/'+i/) nicht ohne 
Einfluss auf die Convergenzfrage, wie im nächsten Paragraphen 
näher untersucht werden solL Wir werden indessen zuerst die Reihe 



(6) 8 = 2 

wo 






ist, betrachten, und gehen, nach dem Obigen, von der Voraassetzuig 
aus, dass die Summe 
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(7) 2^*..«' 

abaolnt convergent ist und eineii endlichen Gonvergenzradius (< 1) 
besitzt. 

Es existirt über diese Beihe (6) ein Theorem, das zu den 
wichtigsten Entdeckungen in der Störungstheorie gehört, und das 
ein neues und ganz unerwartetes Licht auf die Gonvergenzver- 
hältnisse der bei der Behandlung des Problems der drei Körper 
auftretenden Reihen geworfen hat Dieses interessante Theorem ist 
von Bbüns in einem Au6atze vom Jahre 1884 (Astr. Nachrichten 
Bd. 109) gegeben worden und lautet folgendermassen: 

Es sei eine hetiebige reelle Grosse v^ gegeben und es bedeute 8 
eine positive oder negative ZahL Bann giebt es zwischen p — Pq und 
V =^ Pq + d, wie klein 8 auch gewählt werden mag^ eine unendliche 
Zahl von Werihen von p, für welche die Reihe (6) convergirt^ und 
ebenfalls in demselben Gebiete eine unendliche Zahl von Werihen von 
Pf für welche die Reihe divergirt. 

Bezeichnen wir solche Werthe von p^ für welche 8 conyergirt, 
als ConvergenzsteUen^ und solche Werthe, für welche 8 diTergirt, als 
Divergenzstellen, so sagt also das Theorem von Bbüns aus, dass die 
ConvergenzsteUen und die Divergenzstellen überall dichte Mengen bilden 
(im ganzen reellen Gebiete für p). 

Es genügt offenbar zu beweisen, dass es im genannten Gebiete 
einen Werth giebt^ für welchen die Beihe conyergirt, und einen, für 
welchen sie divergirt Ist dies bewiesen ^ so folgt als Gorollarium, 
dass unendlich viele derartige Werthe existiren. 

Die Beihe 8 (6) conyergirt, wenn p die Wurzel einer irredu- 
ciblen algebraischen Gleichung ist mit ganzzahligen Goeffidenten 
(und ohne rationale Wurzeln). Es sei 

(8) öo ^ + ^1 «^ * ^ + • • • ^m = 

eine solche Gleichung, wo 9^, (r^, . . ., &^ ganze Zahlen bezeichnen. 

Die Wurzeln dieser Gleichung, ausser p, seien p^y r,, . . ., v^, 
und der Symmetrie wegen schreiben wir f&r p auch Py Im Glied 

20* 
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multiplicire man Zähler und Nenner mit dem Produkte 
dann ist 

m 

= a^i^ + G^ i«-ir + (?,i— 2,'2 + ... + G^i'^. 

Die rechte Seite dieser Gleichung ist nie Null, da (8] keine 
rationale Wurzel besitzt, und ist andererseits o£Penbar immer eine 
ganze Zahl, ist also immer mindestens gleich der Einheit. Wir be- 
zeichnen diesen Nenner mit N^^,. Schreiben wir weiter 

0^{i^rv^){i--i'v^)...{i--i'vJ^H^i^-^+H^i^-H + .,. + U^^^€^-\ 

wo Hq^ E^j . . ., i^M-i gewisse, von t und i' unabhängige Zahlen 
bezeichnen, so wird die Summe ^ in m Beihen getrennt, welche 
sämmÜich die Form 

(9) Ä.2 



Ni 



haben, und hier ist nun r = | t — t' | , | iV^. | ^ 1 . 

Ziehen wir in Betracht, dass hier nur solche Werthe von 
i und i' mitgenommen zu werden brauchen, fär welche die Divisoren 
1 — i' V einen kleinen Werth < nicht übersteigen, so ist ersichtlich, 
dass (9) gleichzeitig mit (7) convergiren muss. Die Eeihe 8 ist also 
convergent, so oft t^ eine Gleichung von der Form (8) befiriedigt 

Die Zahlen, welche einer algebraischen Gleichung mit ganz- 
zahligen Goefficienten genügen, sind aber (man vei^leiche das 
Beispiel unten) in der Zahlenreihe überall dicht vertheilt, und 
hiermit ist der erste Theil des BnüKs'schen Satzes bewiesen« 
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Dass es sich in ähnlicher Weise mit den Divergenzstellen verhält, 
beweist Bbunb in folgender Weise: 

Wir nehmen an, dass v durch eine Beihe der folgenden Form 
dargestellt ist 

(10) ,= 1 +_!^ + ^^ + ..., 

wo die e^ je nach Bedarf die Zahl + 1 oder — 1 bedeuten, und 
^> f^f f^> • • - ganze Zahlen sind, welche der Ungleichheit 

(11) Aa+i^2A.-l, \^2 
genügen. 

Die Zahlen h^ mögen sonst in beliebiger Weise gewählt werden. 

Die Zahlen t und t" in (6) können beliebige (positive) Zahlen- 
werthe annehmen. Man betrachte die Reihen von Werthen von 
t und r, welche nach dem folgenden Gesetz gebildet sind: 



(12) 



■• - "' ik 



<t «a 

+ 0^ + ...+ 






wo 

H^ =s Aj A| • • . A^ 

ist. Wir bemerken, dass die somit erhaltenen Werthe von i und T 
ganze, positive Zahlen sind. Hieraus erhält man, da v in 
der Form 

geschrieben werden kann, 



f — I y SS — 



•a+1 *a+2 



*a+l *o+lÄa+2 



und in Betracht der Ungleichheit (11) genügt es, f&r hinreichend 
grosse Werthe von a diesen Ausdruck auf das erste Glied zu 
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reduciren. Statt (6) erhalten wir also, wenn nur diejenigen Glieder, 
welche den Werthen (12) ftbr i und i' entsprechen , in Betracht ge- 
zogen werden, die Summe 

(13) Ä' = 2*a+l I K,^ I ^. 



Die Zahlen A« können aber völlig willkürlich gewählt werdea. 
wenn nur die Ungleichheit (11) erftlllt ist. Werden sie so gewählt 
dass filr alle a 

(14) Aa+i^ "" 



Hit 



ist, so findet man, dass (18) dwerfirt, einen wie kleinen Werth m 
anch haben mag. 

Das Bildungsgesetz (10) für v zeigt unmittelbar, dass die so 
bestimmten Divergenzstellen eine überall dichte Zahlenmenge bilden. 
Man braucht in der That nur die Zeichen der verschiedenen e« zu 
yerändem, um dies zu beweisen. 

Da man zum Ausdruck (10) für v eine beliebige rationale Zahl 
hinzufügen kann, ohne dass die obigen Betrachtungen eine Ver- 
änderung erleiden, so findet man also, dass die Diveigenzstellen in 
der ganzen Zahlenreihe überall dicht vertheilt sind. Man kann in 
jedem noch so kleinen Intervalle der reellen Zahlen beliebig viele 
solcher Irrationalitäten aufstellen, für welche die Reihe (6) sicher 
divergirt. 

Beispiel 1. Wir nehmen an, dass y » 1 ij/F ist, so dass 



(16) 



5 y* - 1 » 



ist; eine Gleichung, welche die Form (8) hat Die Reihe (6) miUB dann con- 
Yorfpien, In der That hat man hier 



s-2 



oder nach (15) 






5-2 



= 2 



Kg, »»-(f + »" y) 



5 »• - »'• 



eine Reihe, die ofPenbar gleichzeitig mit (7) convergent ist 
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Beispiel 2. Es wird verlangt eine DiYeigensstelle anfrasnchen, die 
▼on der ConTeigenzstelle des yorigen Beispieb weniger als auf 1:1000000 
abweicht Die Coef&cienten Kiu werden sAmmtlich gleich der Einheit gesetzt 

Zu dem Zweck wird r » 1 : Yb nach dem Baüvs*schen Algorithmns ent- 
wickelt Wir erhalten nach einander: 



und also 



9r, - 

20 y, - 

227 y. - 

888 y« - 



0.10558 « - V. 
0.04978 « - y. 
0.00440 «■ - y 
0.00120 - - y 



1 ) 



t » 



a » 



if 



- 0.00040 « - n , 



1 



2-9 



2-9*20 



2-9-20-227 



29-20-227-838 



Es ist also in diesem Falle A^ - 2, A, - 9, A, = 20, A« » 227, A» » 883. 
Wollen wir eine Divergensstelle der verlangten Art erhalten, so bestimmen wir 
eine irrationale Zahl Ä der Art, dass die vier ersten Glieder mit den ent- 
sprechenden Gliedern in p flbereinsUmmen, lassen aber die GrOssen h^, k^ 
o. s. w. noch onbestinunt Wir erhalten somit 



Ä.l-Jrr* ' 



2 2-9 2*9-20 2-9-20-227 2-9-20*227-Ab 



2.9*20-227-Ab-A« 



-H ... 



Die A,, A« o. s. w. werden nun so bestimmt, dass man nach (12) und 
(M) setst: 

^4 - 2*9*20-227 -81720, 

•* " ^ (y ■ ¥¥ "^ "279:20 " 2.9.20.22T) " ^•**®' 



»'4-^, 



»4 - »4- 



45174, 



A. - 4**"*. 
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Weiter bekommt man 



H = 2.9.20.227-4«»" (^ * -^ + » } ^^ - ^ ^ L ^^ + 
^ V2 2.9 2-9.20 2.9*20*227 

, H \ 

2-9-20.227-4«"* /' 

i\ = 2.9.20227. 4""*, 

A, = 5^'" ^ U. 8. w. 

Die Reihe (13) lautet 



i-'-i 



Ä' = . . . + 4«"*x«"* + (5x)- -•• + . . . 

und divergirt, was für einen Werth x auch hat. 

Indem man die Zeichen von 85, e^ u. b. w. wechselt^ erhält man eine be- 
liebige Anzahl von Divergenzstellen, die sich auf weniger als 1:68000000 von 

y B- 1 : |/y unterscheiden. 

Man könnte, nachdem diese eigentfaümlicben Convergenz- 
Verhältnisse der Reihe (6) erwiesen worden sind, die Frage auf- 
stellen, ob überhaupt die durch die Störungstheoiie erhalteneo 
Reihen einen wirklichen mathematischen Sinn haben. Wollte man, 
um einen solchen zu erzwingen, die mittleren Bewegungen — and 
somit auch v — auf solche Werthe beschränken, ftir welche die 
Reihe (6) convergirt, so würde man zwar in der Praxis in dieser 
Weise beliebig grosse Annäherung erhalten können, da die Con- 
vergenzstellen eine überall dichte Menge bilden. Man würde aber 
in dieser Weise nur die Schwierigkeit verschoben nnd nicht über- 
wunden haben. Wir wissen nämlich — nach dem CAUCHY-PoiNCABfi'- 
schen Existenztheorem — , dass die Coordinaten im Drei-Eörper- 
problem analytische Functionen der Integrationsconstanten sind, nnd 
man könnte kaum erklären, wie eine Lösang der Differential- 
gleichungen, welcher diese Eigenschaft fehlt, zu einer Bestimmung 
der Integrationsconstanten aus den Beobachtungen benutzt werden 
könnte. 

Bevor ich zur Lösung dieser Schwierigkeiten übergehe, will 
ich einen interessanten, von GrLDfiN gemachten Versuch auseinander- 
setzen, durch den er so zu sagen die Spitze der Schwierigkeiten 
abbrechen will. 
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Oyld£n SQcht nämlich zu beweisen, dass, obgleich die Gon- 
Tergenz- und die Divergenzstellen überall dicht ?ertheilt sind, die 
Wahncheifdiehkeit einer Divergenz doch unendlich klein ist 

Elr stützt sich hierbei auf einen merkwürdigen , von ihm ge- 
fundenen mathematischen Satz, den ich zuerst ableiten will, wobei 
ich mich indessen auf das flir die astronomische Frage Nothwendige 
beschränke. 

Die Untersuchungen Gtld£n's über diese Frage sind in zwei 
schwedisch geschriebenen Abhandlungen in ,,Ofyersigt af Eongl. 
Vetenskaps-Akademiens Förhandlingar" 1888 enthalten, von welchen 
er ein kurzes Referat in den „Comptes Eendus" der Pariser Academie 
vom Jahre 1888 gegeben hat Diese Untersuchungen sind später 
von Bbod£n (Meddelanden frän Lunds Observatorium Nr. 11, 1900] 
und WiMAN (in „Ofrersigt etc." 1900, Nr. 7) ergänzt und Tertieft 
worden. 

Es sei p eine gegebene, zwischen und 1 gelegene, irrationale 
Zahl,^ für welche die Eettenbruchentwickelung 

Oj + . . . 

gültig ist, und wo a^, a^, a,, ... poritive Zahlen bezeichnen, deren 
Werthe mit v eindeutig bestimmt sind. 

Die Zahl p hat einen beliebigen Werth zwischen und 1, so 
dass alle Theilstrecken von derselben Länge im genannten Intervalle 
als gleichberechtigt betrachtet werden sollen. Wir nehmen also als 
glftich wahrscheinlich an, dass v zwischen v^ und t^^ + Sv^^ oder 
zwischen v, und v^ + äv^ f&llt, wenn v^ und p^ beliebige Werthe 
zwischen und 1 haben, und Sp^ ^ 8p^ ist 

Es lässt sich dann die folgende Aufgabe aufstellen und beant- 
worten: Wenn die ZcJilen cl^, o,, . . ., a^ im Kettenbruch gegeben 
sindj welches ist 1) die Wahrscheinlichkeit F^ ^ , dass die nächstfolgende 



* FQr den hier abgeleiteten fHathemaiisehen Satz ist nicht nothwendig, 
dass die rationalen y- Werthe ausgeschlossen werden. 
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Zahl 0^4.1 einen Werth k annimmt {k eine ganze Zahl), welches ist 
^) die H^'ahrscheinliehkeit W^ ^ ? dass 0.^.1 "^k ist 

um die Frage klar zu legen, fiingen wir mit einem einfeushen 
Beispiel an. 

Es sei eine Relation 

1 +— 

X 

I 

zwischen den beiden GrOssen x und y gegeben. 

Hier kann x alle reellen Werthe — also nicht nnr die ganzen 
Zahlenwerthe — zwischen 1 und cx) annehmen und für y sind alle 
Werthe zwischen 7s ^^<^ ^ gleich wahrscheinlicL Es wird nach 
der Wahrscheinlichkeit gefragt, dass x zwischen 1 und 8 liegt 

Offenbar wächst y continuirlich mit x. Für x = 1 ist ^ = Vs' 
für X » 8 ist y « '/^, und da nach der Voraussetzung y- Werthe 
zwischen ^/, und ^^ ebenso wahrscheinlich sind wie y - Werthe 
zwischen ^^ und 1, so ist die Wahrscheinlichkeit, dass x zwischen 
1 und 8 liegt, gleich Ys- 

Gehen wir zu der allgemeineren GTU)£N'schen Aufgabe zurück, 
so wollen wir zuerst an einige bekannte Eigenschaften der Ketten- 
bruchentwickelung erinnern. Wir bezeichnen den N&herungsbruch 
des Eettenbruches (16), die aus o^, o,, . . ., a^ gebildet ist, mit 

(Oj, O,, . . ., ajsa -5-, 

dann gelten bekanntlich die Relationen 

(18) r,+i s= On+l r^ + r„.i , *„+i = On+l «« + *n-l I 



(19) 



^+1 ^ (- 1)" 



*ii+l *n *« *•+! 



WO r^ = 1, r, « ttj, «X == Oj, *, = «, Oj + 1 . 

Die -gesuchten Wahrscheinlichkeiten werden nun Ton BnonfiN 1. a 
in folgender Weise abgeleitet 
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Eb sei n eine bestimmte Zahl, nnd man setze für a^j a^f "»^ a^ 
bestimmte Werthe yoraus, nicht aber für 0.4.1, On+a u. s. w. Dann 
sind die möglichen Werthe des Eettenbmches zwischen (oj 9 a^y • • -y aj 
nnd (Oj, a^j . . ., a^j 1) enthalten, nnd die erste oder zweite dieser 
Grenzzahlen ist die kleinere , je nachdem n gerade oder ungerade 
ist E49 ist somit p an eine Strecke von der L&nge 

gebunden. Nach (19) und (18) findet man hierfür den Ausdruck 

Es sei femer k eine ganze Zahl ^1. Ist 0.4.1 ^A, wobei 
^4-21 ^+3} ••• beliebige Werthe annehmen, so muss der ent- 
sprechende Werth von v in die Strecke 

fallen, welche Strecke nach (19) die Länge 

(in '.» = 



•«{*«•+•— 1) 



hat Die Wahrscheinlichkeit, dass, bei gegebenen a^, ..., a^, 
a^+i^k ist, vird durch den Quotienten von /,^ and /,j aus- 
gedruckt nnd setzen wir 



••-1 



(20) 9n = -^ 

so ist also diese Wahrscheinlichkeit F^ gleich 



(21) K, 



* + «•* 



' Bei GTLDtv hat sich bei der Ableitung dieser Wahncheinlichkeit ein 
BechoDfehler eingeschlicheii, der von Baoniir corrigirt worden ist 
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Je grösser k ist, desto kleiner ist also die Wahrscheinlichkeit, 
dass cL^^i einen Werih hat, der gleich oder grösser als k ist. Diese 
Wahrscheinlichkeit hängt Ton q^ ab. Indessen findet man aus (18), 
dass q^ immer kleiner als die Einheit ist Folglich moss Jf^ in 
den folgenden Grenzen eingeschlossen sein: 

(22) 4-<^< 



k ^ ^ *+l 



Die ^Wahrscheinlichkeit f dose ein beliebiger Theünenner a^ im 
Kettenbruchy ganz abgesehen von den Werihen der übrigen TkeUnenner, 
grösser ak k ist, toird also immer kleiner als 2: k sein. 



(22*) W<^ 



Es ist dieser Satz, den wir f&r das Folgende brauchen. 

Man kann aus (21) die Wahrscheinlichkeit jP^^ ableiten, dass 
On+if hei gegebenen o^, a^, . . ., a^, genau den Werth k annimmt 
Wir erhalten 

_^ l+g, 

und für hinreichend grosse Werthe von k findet man, dass jF, 
bei beliebigen Werthen von Oj, o,, ..., a^, immer kleiner als 
2 : A* ist 

6yld£n hat aus diesen Sätzen verschiedene interessante Schluss- 
folgerungen gezogen, von denen ich nur den eigenthümlichen Satz 
erwähne, dass, bei der Entwickelung einer beliebig gewählten Zahl 
im Eettenbruch, der wahrscheinliche Werth eines Theilnenners 
— a — gleich 2 ist, so dass bei einer solchen Entwickelung 
ebenso oft 1 als Nenner vorkommt, als solche Zahlen, die grösser 
als 2 sind. 

Für die astronomischen Anwendungen dieser Wahrscheinlich- 
keitsuntersuchungen genügt es, den Satz (22*) in Betracht zu 
ziehen. 
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Wir kehren nun zur Gleichnng (6) zurück, wo wir, der Einfach- 
heit halber, K^^ = 1 setzen. ^ Weiter werden in der Beihe nur die- 
jenigen Werthe von i und t" in Betracht gezogen, welche den 
Näherungsbrüchen r^is^ der Eettenbruchentwickelung von v ent- 
sprechen. Der entsprechende Exponent von x in (6) hat dann, ftir 
V < 1 , den Werth «, — r^ , und da r^ annähernd den Werth v s^ 
hat, so können wir also statt (6) die Beihe 



(23) t/' = 2 



* «•• 



r. — «■ y 



betrachten, wo b eine Grösse, die < 1 ist, bedeutet, deren Werth 
annähernd durch die Formel b^ x^"^ gegeben wird« 

Nach einem bekannten Satz aus der Theorie der Eettenbrüche 
hat man 



und also ist genähert 



( - l>«+i 






SO dass wir mit einer Beihe von der Form 



^=2'«+i«^ 



zu thun haben. Setzen wir hier, nach (18), 



'•+1 =* «n+l'n + '«-1 



so zerfällt (28) in zwei Beihen, V und ü'\ von denen die eine 



^ Dies ist berechtigt, da wir von der Voraiusetsuiig «lugagmiigen sind, 

das« die Summe ^Kto»^ einen endlichen Convergensradins besitst. Die obige 
Annahme bedeutet nur, dass wir den Convergenzradins gleich der Einheit 
wfthlen. 
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offenbar immer convergirt Die zu untersuchende Reihe lautet somit 

(24) V^yiOn+lSnB'n. 



Aus dieser Form lässt sich die Ueberalldichiheit der Codybiv 
genz- und Divergenzstellen unmittelbar beweisen. Sind nämlich die 
Theilnenner a^ , a, » • * - > ^m gegeben, so muss v auf die Strecke /^ ^ 
(19*) beschränkt sein. Werden nun a^+i, a.+2 u. s. w. so gewäMt, 
dass sie sämmtlich kleiner als eine beliebige endliche Zahl k sind, 
dann ist offenbar die Reihe 27' convergent, und diese Convergenz- 
stellen sind in der genannten Strecke überall dicht vertheilt. Aehn- 
liebes gilt von den Divergenzstellen, wenn man die Zahl a^^i in 
passender Weise wählt (z. B. indem man Om+i^c""*» setzt). 

Gtld137 stellt nun die Behauptung auf, dass die Wahrscheinr 
lichkeit für die Divergenz der ReUie (24) unendlich klein ist. 

Dieser Satz, dessen Beweis Ton GylbIein nur angedeutet wird, 
wird von Wiman 1. c. abgeleitet. In der folgenden Darstellung 
habe ich diesen Beweis zu yereinfachen versucht. 

Erstens findet man, dass die Reihe (24) gleichzeitig mit 
der Reihe 

(25) i^'" = 2««+i«*» 

convergirt oder divergirt Wir betrachten deswegen diese Reihe. 

In Bezug auf die Convergenz einer Potenzreihe gilt indessen 
folgender Satz. 

£s sei eine Potenzreihe 

(26) ±A^±- 




n 



gegeben. Wenn dann für alle n, die grösser als n^ sind, die Un- 
gleichheiten 

(26«) |^,V|^1 

stattfinden, so convergirt (26) absolut für alle | * | < | «i | . 
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Umgekehrt ist die Reihe nicht absolut conyergent, wenn es 
nicht möglich ist einen denurtigen Werth n^ von n zu finden. 

Wendet man dieses Theorem aof die Summe (25) an, so ist diese 
Beihe conyergent f&r alle « < e^ , wenn von einem gewissen Werth 
n =s n| an und für alle grosseren die Ungleichheiten 

(27) a.+t ^ -^ 

•f" 

stattfinden. 

Welche Wahrscheinlichkeit ist dafib: vorhanden , dass die 
Gleichungen (27) fbr alle n > n^ erfiQlt sind? 

Die Wahrscheinlichkeit, dass eine gewisse dieser Ungleichheiten 
nicht erfidlt ist, wird nach (22*) kleiner als 



2«i«ii. 



Folglich ist die Wahrscheinlichkeit, dass (27) f&r ein gewisses 
n erfüllt ist, grösser als 

l-2«j*» 

und die Wahrscheinlichkeit, dass sämmtliche Gleichungen (27) be- 
friedigt sind, ist grösser als das Product 

OD 



n (1 - 2 «i*-). 



«B«! 



welcher Ausdruck aber f&r einen hinreichend hohen Werth von n^ 
beliebig nahe der Einheit kommt. Die Wahrscheinlichkeit f&r die 
Convergenz der Reihe (25) unterscheidet sich also von der Einheit 
um eine unendlich kleine Grösse. 

Die Wahrscheinlichkeit für die Divergenz der Reihe (25), und 
also auch der Reihe (23), ist somit unendlich klein. W. z. b. w. 

Ueber die Bedeutung des GYLD£N'schen Satzes hat zwischen 
den Herren BbodAn und Wihak ein theilweise sehr lebhafter 
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Meintmgsaustausch stattgefonden, ^ der in fielen Beziehougen Ton 
Interesse ist Wimak hält die QTLBfiN'sche Behauptung in strengstem 
mathematischen Sinne aufrecht, wogegen von Bsod£n die Ansicht Ter* 
fochten wird, dass der Wahrscheinlichkeitsbegriff nicht auf die hier 
vorkommenden, überall dichten Zahlmengen ausgedehnt werden darf. 

Wie dem auch sei, so ist aus diesen Untersuchungen hervor- 
gegangen, dass zwischen den Divergenz- und den Convergenzatellen 
ein bestimmter mengentheoretischer Unterschied besteht, fbr welchen 
man, nach meiner Ansicht, ohne grosse Missverst&ndnisse zu 
befürchten, den Ausdruck GYLD^a^'s, dass die Wahrscheinlichkeit 
für die Divei^enz unendlich klein sei, anwenden kann, obgleich es 
sehr möglich ist, dass man hierfllr einen adäquateren mathe- 
matischen Ausdruck finden könnte. Unzweifelhaft ist auch, dass 
dieser Satz von grosser Bedeutung für gewisse Probleme in der 
Mechanik des Himmels ist; ich hoffe, dass ich in einem folgenden 
Abschnitt Gelegenheit habe, auf diese Frage zurückzukommen. 

Dagegen löst man nicht in dieser Weise die Schwierigkeiten» 
welche das Theorem von Bbünb in Bezug auf die Reihe (6] 
enthüllt hat Auch wenn die Wahrscheinlichkeit für die Divergenz 
noch so klein ist, so hindert dies nicht, dass man, z. B. bei der 
Bestimmung der Werthe der Integrationsconstanten, gezwungen wird, 
bei einer continuirlichen Veränderung der Anfangszustände nach 
einander eine unendliche Zahl Convergenz- und Divergenzstellen 
zu passiren. Die ConstantenbestimmuDg würde unter solchen um* 
ständen mathematisch unverständlich erscheinen, und die ganze 
Störungstheorie würde auf einem trügerischen Untergrund aui^ebaut 
sein. Glücklicherweise lassen sich die betreffenden Schwierigkeiten 
in anderer Weise beseitigen, wie wir im nächsten Paragraphen 
näher auseinandersetzen wollen. 



^ Brodln: Bemerkungen über Mengenlehre und Wahrscheinlich keitA- 
theorie. MalmS 1901. 
Wimam: Bemerkungen über eine von Gtld£m au%eworiene Wahrscheln- 

lichkeitsfrage. Lund 1901. 
Br()d£n : Noch einmal die GvLD^ii'sche Wahrscheinlichkeitsfrage. Malin<> 
1901. 
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§ 6. Convergenz der Reihen in der Siörungstlieorie. Fortsetzung. 

Die Untersuchungen Ton Bbüks beziehen sich auf die Reihe (6) 
des Yorigen Paragraphen, wogegen die Reihen in der Störungs- 
theorie thatsächlich von der Form (5) oder (4*) sind. Nun folgt 
zwar aus der Convergenz der Reihe (6), dass auch (5) conyergiren 
muss; es ist aber nicht nothwendig, dass (5) f&r solche y-Werthe 
diyergiren muss, welche den Divergenzstellen der Reihe (6) ent- 
sprechen. Es sind in der That die trigonometrischen Factoren in 
der Reihe (4), welche bewirken, dass das Integral dieser Differential- 
gleichung als eine analytische Function des Verhältnisses t zwischen 
den mittleren Bewegungen n' und n dargestellt werden kann.^ 

Indem wir bemerken, dass die Grössen in + V n\ wo t und i' 
alle positiven und negativen ganzen Zahlenwerthe annehmen, eine 
abzählbare Menge bilden, können wir die zu untersuchende Diffe- 
rentialgleichung in der Form 

(1) 4t = ?^««"(^''+^') 
schreiben« 

Wird diese Gleichung zwischen t^ und t integrirt, so er- 
halten wir 

(2) E^E^^'^^\üa[Xj + ÖJ - sin(A,/, + (?J] 

wo 

(2*) C=SJ,co8e, 

ist; diese Summe ist über alle Glieder auszudehnen, Air welche 
A, = ist 



* Die hier gegebenen Betrachtangen sind hauptsächlich in einem Aufsatz 
des Verfassen: „Einige Bemerkungen über die Convergena der Beihen in der 
Stömngstheorie,'' Astr. Nachr. 2918, 1889, enthalten. 

Charlibb, Maebanlk dM mmmeb. IL 21 
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Es wird angenommen ^ wie im yorigen Paragraphen, dass die 
Summe 

OD 

absolut conrergent ist, und also auch die Summe (2*), und es läast 
sich dann beweisen, dass £ eine analytische Function Ton n 
und n' ist 

Man hat in der That 

sin(A,^ + (?,) - sin(A/^ + GJ = 



2co8[A(^+rj + (?^j8in|(f«g, 



und also 



(3) 



^- ^0 = ^§ ^«>8 [t C + 'o) + ö.] sin ^t - g. 



+ C{t - g . 



Nun gilt aber fbr alle reellen Werthe von A^ und t — t^ die 
Ungleichheit 



(4) 



8in^(*-g 



i. 

2 



(<-0 



Schreiben wir nun 



(5) 






sin (A,* + ÖJ - sin (A. t^ + Gjj 



+ C(/-g + Ä„ 



so ist 



QO 



-B,^2 



*=i> 



2 



IT ''«^ b 



:]8inA{,_ 



C+O + öJsin-^Cf-g 
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und nach (4) hat man somit 

(6) Ä,<(^-oS;i^j- 



Nach der Voraassetzimg ist aber ^J, absolut conrergent; 
wir können also, wenn eine beliebig kleine Grösse <r gegeben ist, 
immer eine Zahl p' finden, derart, dass, für alle p > p', 

2 M. I< «^ 

ist Wir bekommen dann 

(7) Äp<(^-0^- 

Diese Gleichung zeigt, dass, f&r alle endlichen reellen Werthe 
Yon t, die Zahl p' immer so gewählt werden kann, dass, für alle 
p > p\ das Bestglied in (5) einen beliebig kleinen Werth annimmt 
Diese Reihe, und also auch (2), ist somit für alle reellen Werthe 
der Zeit convergent, und zwar absolut convergent, so dass man die 
Glieder gegen ihre absoluten Beträge yertauschen kann. Indessen 
kann der Werth des Bestgliedes yon t abhängig sein. Nach der 
Terminologie yon Weiebstbass (^.Abhandlungen aus der Functionen- 
lehre'^ S. 70) sagt man dann, dass die Beihe nicht gleichmässig 
conyergent ist, indem ftbr yerschiedene Werthe yon t yerschiedene 
Werthe von p' gewählt werden müssen, damit das Bestglied unter 
eine gegebene Grenze fällt. 

Die Untersuchung yon Bbüns bezog sich auf die Beihe 



(8) 



A 



und gab als Besultat, dass bei dieser Beihe die Conyergenz yom 
Werthe des Verhältnisses — p — zwischen n' und n abhängig war, 
und zwar stellte sich heraus, dass die Conyergenz- und die Diyer- 
genzstellen dabei überall dicht yertheilt waren. Bei den in der 

21* 
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Stönmgstheorie thatsächlich yorkommenden Reihen, welche Ton.der 
Form (2] sind, erscheint dagegen das Integral als eine contiiimr» 
liehe und analytische Function ^on v, die DivergenzsteUen der 
Reihe (8) bewirken in der That hier nur, dass die Convergenz 
nicht eine gleichmässige wird. 

Bevor wir zu den astronomischen Schlussfolgerungen aus diesem 
Satze übergehen, will ich die obigen Betrachtungen etwas erweitem. 

Wir haben im Obigen angenommen, dass die Differential- 
gleichungen in der Störungstheorie sämmtlich von der Form 

(9) i7 = 2^.co8(^.'+ej 

sind, und wir haben in VI § 4 gefunden, dass man die StomngeD 
immer aus solchen Differentialgleichungen erhalten kann. Indessen 
zeigte sich im genannten Paragraphen, dass in einigen Fällen — näm- 
lich wenn es sich um die Störungen der mittleren Länge handelte — 
schon bei den Störungen der ersten Ordnung in der rechten Seite 
ton (9) das Integral über eine unendliche Reihe von derselben 
Form (9) yorkommen kann. Wir haben dann in diesem Falle 
eigentlich mit einer Differentialgleichung von der Form 

(10) |F = 2^.<=08(i.<+(?.) 

zu thun, und wir wollen untersuchen, wie die obigen Schlüsse dann 
modificirt werden müssen. 

Nach (2) bekommen wir aus (10) zuerst 



(11) 



57 - 4t - .5 it<^i^.* + <?.) - ««^(^.'o + <?J1 



+ C{t-t,), 



wo 



ist 



CsaSJ^coaG^ 
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Die Integration Ton (11) giebt 



(12) 
wo 



= -g^^. + i<?('-'.)* + 4T('-1.) + 'o. 



B, = C08(Ä./ + CJ - C08(A.<„ + ÖJ + an{i.,t^ + Ö.) x X,{t - g 



ist Man hat aber 



Ä.^ 28m [^ [t + + e,] 8m^(/_g + 8m(Vo + GJx A.(<-g, 



welchen Au8drack wir in der Form 



(' + *o) + ö.] {^(t - g - sin -^ (r - g) 



+ 2 sin 



2 



schreiben können, oder 



Ä, - - 2 008 



+ 28in 



^{t + Sg + ö.] 8in A(, _ g X A.(< - g 
Y (' + 'o) + ö.] (1^ (< - g - 8in A(< _ gj . 



Es gelten indessen für alle reellen Werthe von A, and t — t^ 
die folgenden Ungleichheiten 



sin A (< - g 



A(,_g_8inA(f^g 



tC-« 



<wl^''('-^)'l' 



Ton denen die letztere aus der Potenzentwickelong der Sinus- 
Fonction abgeleitet werden kann. Folglidi hat man 
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\B,\^\\ l.'{t-Q' I + A I VC-«' I . 
und, wenn dieser Werth in (12) eingefthrt wird, ist 



(13) 



' '§^[C08(V+Öj-COB(A,<, + ÖJ + 8ill(Vo + OJXA,(/-<c)] 



+ ^C{t-t,)* + ^(t-t,) + x, + it;, 



WO 



(18*) Jt; ^(t- o«i2 \^,\+{t- Q'iii \K^.\ 

Das Bestglied kann also, fbr einen gegebenen Werth von r, 
dadurch beliebig klein gemacht werden, dass p hinreichend gross 
gewählt wird. Die im Ausdruck f&r x vorkommende Seihe ist 
also absolut convergent, obgleich der Werth des Bestgliedes unter 
Umständen von t abhängig sein kann. Es ist nicht nothwendig, 
dass dem so ist. Wenn nämlich die Beihe 



(14) 






conyergirt, was für gewisse t^-Werthe der Fall ist — wie im 
Yorigen Paragraphen bewiesen wurde — , so ist R^' nicht von i ab- 
hängig. In jedem Fall gilt indessen die Ungleichheit (13*), sei es, 
dass die Beihe (14) convergent ist, oder nicht 

In der Formel (13*) ist das zweite Glied im Allgemeinen ver- 
schwindend, da es sich hier hauptsächlich um solche Glieder 
handelt, bei denen die Grössen k^ einen sehr kleinen Werth an- 
nehmen. Wird die Beihe (13) bei einem bestimmten Glied ab- 
gebrochen — wie es in der Praxis ja nothwendigerweise der Fall 
sein mnss — , so wächst also der übrig bleibende Fehler propor- 
tional dem Quadrate der Zeitdifferenz. 

Das Integral der Gleichung 
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ist nach (2) Yon der Form 






und ist eine analytische Function der yerschiedenen >l^, die in der 
Umgehung von A^ = nach positiven Potenzen von X^ entwickelt 
werden kann. Es folgt hieraus, dass E auch eine analytische 
Function des Verhältnisses von n' und n ist 

Dies Integral wird im AUgemeinen in der Form 






geschrieben» wo K eine Integrationsconstante bezeichnet, und die 
Conyergenzuntersuchungen werden an die Reihe 

(15) Sx^^'^^^-'+^J 

geknüpft y welche die von Bbüks entdeckten merkwürdigen Eigen- 
schaften besitzt Indessen übergeht man dabei stillschweigend, 
dass die IntegraHanseonstante K selbst eine Function von X^^ A,, 
A3, ... istj welche dieselben Singularitäten besitzt wie die Reihe (15)^ 
und dass diese Singularitäten in der That sich gegenseitig 
aufheben. 

Aehnliches gilt vom Integral der Differentialgleichungen von 
der Form (10). 

Die nicht gleichmässige Convergenz der Seihen in der Störungs- 
theorie hat zur praktischen Folge, dass man genöthigt wird 
desto mehr Glieder in den Eeihen mitzunehmen, je länger die 
Zeiträume sind, für welche diese Reihen die Coordinaten der 
Planeten darstellen sollen. Früher oder später werden die Rest- 
glieder in den Reihen (5) und (18) sich merkbar machen, und die 
Ungleichheiten (6) und (13*) geben interessante Au&chlüsse über 
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die Art, in welcher sich die Abweichungen zwischen Theorie und 
Beobachtung zeigen müssen. Die in (ö) vemacfdässifften Glieder 
wirken^ ah ob ein der Zeit proportionales Glied ausser Acht gelassen 
worden ist^ wogegen in (13) der Fehler proportional der ztceiten 
Potenz der Zeitdifferenz wächst 

Auf die Elementenstörungen übertragen sagt dieser Satz aus, 
dass man, bei einer Stömngsrechnung, folgende Unterschiede zwischen 
der Theorie und der Beobachtung zu erwarten hat: 

Bei der halben grossen Achse, der Excentrieität, der Neigung^ der 
Perifiellänge und der Knotenlänge werden Fehler, welche proportional 
der Zeit wachsen, zum Forschein kommen. Diese Fehler haben den 
Anschein, als ob die secularen Glieder aus der Theorie nicht 
richtig abgeleitet sind 

Bei der mittleren Länge kann der Unterschied zwischen Theorie 
und Beobachtung proportional der zweiten Potenz wachsen^ Dieser 
Fehler tritt als eine seculare Veränderung in der mittleren Be* 
wegung auf. 

Es fehlen in der G-eschichte der Astronomie nicht Beispiele 
?on solchen Mängeln an Uebereinstimmung zwischen Beobachtung 
und Rechnung. Das berühmteste Beispiel dieser Art ist die Ton 
Halley 1698 entdeckte seculare Beschleunigung der Länge des Mondes, 
die nach Hallet 10".2 betrug, so dass es also^ um eine Ueberein- 
stimmung mit den Beobachtungen zu erhalten, nothwendig war, 
ein GUed 

+ W\2t^ 

zu der aus der Theorie erhaltenen Länge des Mondes hinzuzufügen. 

Dies Glied hat also genau die Form, die man erwarten könnte, 
wenn man diesen unterschied aus den von der Theorie vernach- 
lässigten Gliedern erklären wollte, und in der That gelang es 
Laplace 1786 ein von der Theorie bis dahin nicht berücksichtigtes 
Glied zu entdecken, welche die HALLEY'sche Ungleichheit in be- 
friedigender Weise erklärte. 

Von solchen Abweichungen zwischen den Beobachtungen und 
den astronomischen Störungsrechnungen hat in unserer Zeit eine 
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unerklärte secolare Störung in der Länge des Perihek des Merkurs 
zu umfassenden Discussionen und Untersuchungen Veranlassung ge- 
geben. Newcomb, dem man die vollständigsten Untersuchungen über 
diese Frage yerdankt, findet („The Elements of the four inner planets 
and the fundamental constants of astronomy/' Washington 1895) 
für die jährliche mittlere Perihelbewegung des Merkurs (1850) 
die Werthe: 

Aus den Beobachtungen + 5".751 , 

„ der Theorie +6".838, 

so dass eine jährliche Abweichung Yon + 0".418 unerklärt bleibt, 
die unge&hr 7.2 ^^ des ganzen beobachteten Werthes beträgt, wo- 
gegen die Unsicherheit der Beobachtung sich auf 0.84 ^/^ beläuft. 
Man hat zur Erklärung dieses Umstandes die yerschiedensten 
Hypothesen aufgestellt und ohne hinreichenden Erfolg geprüft, 
wobei man auch Veranlassung genommen hat, das NswTON'sche 
Gesetz gegen ein anderes zu yertauschen. Da indessen, wie eben 
bewiesen worden ist, Abweichungen dieser Art zwischen Beobach- 
tungen und Bechnung bei allen Störungsrechnungen kaum zu yer- 
meiden sind, so darf man Yorläufig erwarten, dass auch in diesem 
Falle das NEwroN'sche Gesetz über die Schwierigkeiten trium- 
phiren wird, und dass eine vollständigere Störungsrechnung oder 
verbesserte Integrationsmethoden einmal die ESrklärung dieser Ano- 
malie geben werden. 

Man würde aber Unrecht thun, wenn man hieraus den Schluss 
ziehen wollte, dass man immer annehmen könnte, dass alle Ab* 
weichungen zwischen Theorie und Beobachtung, welche proportional 
der Zeit wachsen, eventuell durch eine genauere Störungsrechnung 
ihre Erklärung finden könnten. Wäre eine solche Schlussfolgerung 
erlaubt, so würde man in eine höchst bedenkliche Unsicherheit 
gegenüber allen Abweichungen von der Theorie geraten. Die Un- 
gleichheit (6) erlaubt indessen dieser Unsicherheit eine Grenze zu 
setzen, indem sie einen Maximalbetrag des zu befllrchtenden Fehlers 
gibt, der nicht überschritten werden darf, insofern ein erwiesener 
Unterschied zwischen Theorie und Beobachtung aus der Theorie 
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erkl&rt werden solL Die GoSfficienten A^ sind aus der E2ntwickeliuig 

00 

der Stömngsfnnction bekannt und fib: die Summe ^^« kann man 

p 

immer einen genäherten Werth erhalten. Wenn der beobachtete 



Unterschied diesen Betrag überschreitet» so muss man die Erklärung 
ausserhalb der untersuchten Punktsysteme suchen. 

Es mag indessen nicht ausser Acht gelassen werden, dass hier- 
bei auch ein genäherter Werth der Glieder, die yon den höheren 
Potenzen der Massen abhängen, gefunden werden muss, und es liegt 
in der That keine unüberwindliche Schwierigkeit im Wege, einen 
solchen Werth zu ermitteln. 



ELFTERABSCHNITT 

ÜBER DIE FORM DER INTEGRALE 
IM PROBLEM DER DREI KÖRPER 



§ I. Ein Transformationstheorein der MechanilL 



In seiner hinterlassenen Abhandlung ,|Üeber diejenigen Pro- 
bleme der Mechanik I in welchen eine Kräftefonction ezistirt, und 
über die Theorie der Störungen^' (Werke Bd. Y) hat Jacobi folgen- 
des Theorem bewiesen: 

„Es seien die Lifferentialquotienten der veränderlichen Grössen 
Xj, Xjy . , ., x^\ y,, y^f . . .j y^ durch die Gleichungen gegeben: 



(1) 


r dx, BE 
dt ^ By^ ' 

dx, BH 
dt " By^' 


dy^ BH 
dt "^ d»i' 

dy^ BH 

dt ^ ÖX|' 


es sei ferne 


dx. BE 

\ dt ^ ByJ 

r 


dy^ BH . 

dt " Bx^' 



eine willkürliche Function der m Grössen x^, Xj» • • •» 'm k*^ der m 
neuen Grossen ^^, |,, ..., |^; bestimmt man diese neuen Grössen 
und die m anderen Grossen tj^j 17,, • . .9 17^ aus z^, x^, • . ,, x^; y^^ 
Vi* ' * 'f Vm ^f^^^^^'^^l^^ der Gleichungen 



(2) 



Bxi 

TT, 



= yi. 



-•?!» 



öl. 



y% 



-9 



i> 






-<?• 



und drückt U durch t und diese neuen Oräuen |^, {,, . . ., |^: 
*/ii 9i> '•'> Vn "Vi '0 erhält man die Differemtialquatienten dieti- 
neuen Elemente durch die ganz ähnlichen Gleichungen: 
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(3) 



dfi dH 
dt "^ dl// 

d^^ da 

dt ~~ dfj^ ' 


drji dH 

dt "" de, ' 

dii^ dH 
dt - öf, ' 


rff. dH 

dt ^ dfi^' 


rfv-. dH 
dt "" de^' 



u 



Dies Theorem, das in allgemeiner Weise den Uebergang von 
einem System canonischer Coordinaten zu einem anderen ver- 
mittelt, werde ich in zwei verschiedenen Richtungen erweitem. 

Erstens braucht das Theorem insofern verallgemeinert zu 
werden, als in dem Jacobi' sehen Transformationstheorem voraus- 
gesetzt wird, dass die Function rp, welche den uebergang zwischen 
den beiden canonischen BUementensjstemen vermittelt, von der 
Zeit unabhängig ist Man kann indessen diese Voraussetzung 
fallen lassen, und es zeigt sich, dass man dann zum folgenden 
Transformationstheorem gelangt: 

Theorem L Es seien die Differentialquotienten der verändere 
liehen Grossen x^, or,, . . ., x^; y^, y^, ..., y^ durch die Gleichungen 
gegeben 

(^) "dT^ä^' -dt'^'-di; («-l|2,...,m), 

wo H eine willkürliche Function der Grössen x^, x,, . . ., x^; y^, y^, 
. • . , y^ und t bezeichnet; es sei femer 

eine willkürliche Function der m Grossen x^j x^, . . ., x^ und der m 
neueti Grössen liy ls» • • m Im ^^ ^^ ^^\ bestimmt man diese 
neuen Grössen und die m anderen neuen Grössen fj^, tj^, • «m ^m 
aus x^, x^j ..., x^; y^, y,, ..., y^ und t vermittelst der Gleichungen 



(5") ilr — % 



(l =3 1, 2, . . ., ITl) 

oft' " 
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und drückt U durch t und diese neuen Grössen ^^, ^^, .. ., |^; 
^19 ^S9 "M *?« ^^ '^ erhält man die JOifferentialquotienten dieser neuen 
Elemente durch die Gleichungen: 

wo 

dyß 



(7) ^-^+ et 

ist, 

Ist 1/; von ^ unabhängig, so kommt man offenbar auf das 
jACOBi'sche Theorem zurück. 

Der Beweis wird ohne Kunstgriffe geführt» indem man mittelst 
der Gleichungen (5) und (5*) in iT x^ und y^ (t «* 1, 2, ..., m) gegen 
|{ und 17^ (i s 1, 2, ..., m) yertauscht Ich führe ihn hier aus. 

Werden die Gleichungen (5) und (5*) nach x^ und y^ aufgelöst, 
so bekommt man 

^, =* ^idi» Ij* •••» I«; ^i> t/jj •••# ^g,; 0» ,. * « 

(1 = 1,2, .. .,111) 

Vi "^ i/iiii» li> •••> I«; ^i> ^1» •••! ^«; 0- 

Setzt man diese Werthe in if ein, so geht diese Function in 
eine Function von l^, |,, ..., |^; 17^, 17,, ..., ^g, ^"^^ ^ über. Wird 
diese sodann nach 17^ differentürt, so sind £19 ls> •••#!« luid / als 
Constanten zu betrachten, und wir bekommen somit 

oder nach (4) 

drijt^ ^ dt driu'^ ^ dt dvk' 

Aus (5) folgt aber 

öl/» "* ^Bxidxj driu ' 
80 dass 

aif .^-1 rfy,- dXi , -^T^n rf«( yy öajy 



Brit 



rf^ öl?» "^ ^^ dt dXidxj dfiu 
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oder, wenn man in der ersten Snmme den Index i gegen j ver- 
tanscht und in der Doppelsumme die Summationsordnang wecshselt^ 






dyj 



dXi d*yf 



dt "^-f* dt dxjdXi 



Wird aber die Gleichung (5) 

^i" dxj 
nach der Zeit differentürt, so bekommt man 



dyj 



d*yf dXi 



ö> dft 



B^tp 



dt '^^Sxjdxi dt "^ ^dxjdSi dt "*" dxjdi * 



80 dass 



BH 

Bffk 



f'^ Brik BxjB^i dt -^ Briu BxjBt 



Der Co^fficient von -^ ist gleich 

B Xj ö* yß 



^ Bfjk BxjBfi 



Nun ist aber nach (5*) 



-^1« 



— ^y 



öl« 



Wird diese Gleichung nach tjj^ differentürt, so erhält man 



wogegen 



also ist 



Setzt man 



= 



B^yf Bxj 



^ BSiBxj Bffjt (* + *)' 



B^yf Bxj , 



y^ BSkBxj Bfjk' 



BH ^ dSi 

Brjk 



B^fff Bxj 



57" ^ BtBxj T^ 



R^H + 



Byf 

TT' 
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80 iat also 



-^ = -^ (*«1,2, .•., m), 



womit die erste der Gleichungen (6) bewiesen ist 

Um die entsprechende Gleichung für dtjj^idt zu erhalten, ver- 
fährt man in ähnlicher Weise. 

Zuerst bekommt man 

dH _ ^ dH dxj ^ dH dyt 

2 dyi dXj , «^y dXj dy< 
, dt dSk '^ ^ di a{* * 

Aus der Gleichung (5) 






erhält man die Relationen 



dSk ^ dxidxj Öl* "^ dx,dSu ' 

dyt _ ^ d^fff dxj ^ yy rf|> , d'y 

welche, in den obigen Ausdruck für dH\d^^ eingesetzt, geben: 
dH "^^^? ^*< ^'V dlij .^-1 öiCj ö'y 



öl* -f'T öl* da;, öl, d^ -f^dl» öar^ö^ 

dXi d*\p 



^-^ dt dxidSk 



Die Doppelsumme kann in eine einfache Summe verwandelt 
werden, wenn man bemerkt, dass aus der Gleichung (5*) 

dw 

durch Differentiation nach 1^^ die Gleichung 



fJ öf.örr, öl» • d?,dh 
Charlibb, Meehanik des Himmtls. II. 22 
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folgt. Es ist also 

dH ^ a«y dfj ^ d^yf dxj ^ d^yt Bx^ 
dfk "^ y" dSjdik dt'^^dxjdfk dt ^dxjdt ö ^» 

Andererseits ist aber nach (5*) 

dfjk ^ 6*y dXj ^ yy dSj . ^'y 
rf< ""-f'öfftöa;, dt '^^dSkdSj dt "^ df*d/ ' 

SO dass 

Nun ist aber 



^ + 



öf» -f- a/öa?, a& ' dt diu 

Folglich ist 

dt " dh 

womit der zweite Theil des Transformationstheorems bewiesen ist 

Nimmt man beispielsweise an, dass man die Beweguugs- 
gleichungen (4) mit Hilfe einer sog. intermediären Bahn mit der 
charakteristischen Function H^ integriren will, so hat man nach 
der Methode von Hamiltok-Jacobi zuerst die partielle Differential- 
gleichung 

/Qx n d^ ^ n l dV BV BV \ 

(8) 0^-^+H, [x„ x„ ..., x^; j^, ö^' • •- al^5 'J 

zu betrachten. Wenn 

WO a^j a^, ,.,, cc^ die Integrationsconstanten bezeichnen , das Inte- 
gral der Gleichung (8) ist^ so erhält man bekanntlich die QrCssen 
x^9 x^, "»j x^ und y^^y^i '"f Vm ^^^ ^^^ Gleichungen 

T^'^y*' T^""""^' (t=l,2,...,m). 
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Vergleicht man aber diese Gleichungen mit den Gleichungen 
(5) und (5*), 80 findet man nach Theorem I» dass man das System (4) 
gegen die Gleichungen 

vertauschen kann, wo jetzt 

dV 



R^H + 



dt 



ist Nach (8) ist aber 



so dass also 



iZ 77 

dt *"""^i' 



ist, übereinstimmend mit der gewöhnlichen Theorie f&r die Variation 
der Constanten. 

Die Constanten a^ und /7p die man bei der Integration der 
Gleichung (8) erhält , sind im Allgemeinen nicht geeignet zur Be- 
nutzung als neue Veiilnderliche in einem Bewegungsproblem. Im 
Problem der drei Körper z. B. treten in den Gleichungen (8) rechter 
Hand mit der Zeit multiplicirte Glieder auf^ welche der Integration 
betrachtliche und unnöthige Schwierigkeiten bereiten. Für die 
EEPLEB'sche Ellipse als intermediäre Bahn kennt man schon längst 
eine Methode, wie man diese Schwierigkeit, durch Einführung 
neuer Veränderlichen, yermeiden kann. Man yergleiche in dieser 
Beziehung den fünften Abschnitt § 5. Für andere intermediäre 
Bahnen müssen aber andere Transformationen eingeführt werden, 
und es giebt bis jetzt keine allgemeine Theorie, um solche Trans- 
formationen aufzusuchen. 

Ich werde im Folgenden einen ziemlich allgemeinen Fall be- 
sprechen, in welchem man die gesuchte Transformation direct an- 
geben kann. 

Ich nehme an, dass die charakteristische Function H^ für die 
intermediäre Bahn die Zeit t nicht explicite enthält. Die Hamilton- 
jAGOBi'sche partielle Differentialgleichung 
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/1A^ f\ ^^ f IT I dV BV dV\ 

(10) = -^ + ^,^x„x„...,x^;^,^,...,-^ 

hat dann das Integral 

wo W Yon t unabhängig ist Wir nehmen weiter an, daas man 
ein Integral 

der Differentialgleichung 

gefunden hat, das m unabhängige Constanten cc^f cc^, •'<, cc^ enthält 
Die Gonstante C kann mit einer dieser Integ'rationsconstanten zu- 
sammenfallen. Im Allgemeinen ist dies nicht der Fall und dann 
ist nach (10*) C eine gewisse Function von cr^, äj, ...,«« 

C- C(aj,a„ ..., aj. 

Die Coordinaten x. und y^ (t == 1, 2, ..., m) der intermediären 
Bahn sind durch die Gleichungen 

dV _ dV a 

bestimmt, also durch 

dW dW _ BC ^ a 

Bx, ""y»' Bat " Ba, '-/^*- 

Diese Gleichungen zeigen aber nach dem Transformations- 
theorem von Jagobi, dass 

und 
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conjugirte canonische Coordinaten sind^ nod zwar kann man das 
ursprüngliche System (4) durch die Gleichungen 

dt dWi^ 

(i« 1,2, ...,m) 
dwi _ j9F 

dt " dai ' 



ersetzen, wo 



t^i« — -rr-' + A (i- 1,2, ...,ot) 



dtti 
ist. 

So oft ein System <v,i &,,..., <)^«i ^o^^ Integrationsconstanten ge- 
funden worden ist, kann man auf unendlich viele Weisen andere 
Systeme von Integrationsconstanten finden. Zu jedem System der 
Grössen a^ gehört ein bestimmtes System der Grössen to^. Es gilt, 
die Yortheilhafteste Wahl der Grössen a^ zu treffen. 

unter den vielen intermediären Bahnen, die man für ein 
mechanisches Problem auüstellen kann, will ich hier solche ins 
Auge fassen, in welchen die Coordinaten als bedingt periodische 
Functionen der Zeit erscheinen. Mittelst einer linearen Trans- 
formation der Argumente (man vergleiche II § 8 (21)) kann man 
bewirken, dass die Periode in Bezug auf die verschiedenen Winkel- 
coordinaten gleich 2n ist Wir nennen diese Argumente i;^, i;,, 
. . . , 17^, so dass 

iy. «II./ + C, (i « 1, 2, ..., m) 

und die Coordinaten in der intermediären Bahn periodische 

Functionen von 17,, 17, , . . . , 17^ mit der Periode 2 n sind. Wählt 

man nun die Integrationsconstanten ci^y er,, . . ., a^ in solcher 

Weise, dass 

dC 



n, = — 



d Oi 



wird, und nennt man diese besonderen Constanten £11 li» •••; l«» 
so dass nunmehr 

dC 



n, = — 



ist, so hat man 
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BW ew 

und folglich sind f^ ti^ (i» 1, 2, ..., m) conjngirte canonische 
Coordinaten. 

Wie sollen diese Constanten 1^, l,, . . ., |^ gefdnden werden? 

Ich nehme zuerst an, dass in der charakteristischen Function E^ 
f&r die intermediäre Bahn die Grössen y^, y^, ..., y^ nur in 
quadratischer Form vorkommen, und dass die Integration der 
Gleichung 

durch Separation der Variabein geschehen kann. Nach Stackzl 
lautet dann das Integral der Gleichung (10*) 

Hier bezeichnen ^^ (xj und tp^^ (jtJ gewisse gegebene Func- 
tionen Ton x^\ cc^s ^2, • ' •, fi^ sind die Integrationsconstanten, Ton 
denen cc^ mit der Constante (7 in (10*) zusammenfällt Die Inte- 
grale der Gleichungen 



sind demnach 



dxi d Hl ^ dffi d Hl 

dt dffi ^ dt dXi 



^ o BW BW 

a BW BW 



P^ BaJ ^^ BxJ 

Es zeigt sich dann, dass die Grössen .r^, z,, ..., x^ bedingt 
periodische Functionen — mit der Periode 2n — einiger Grosses 
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tfj, u^f . . ., 11^ sind, welche in folgender Weise mit der Zeit zu- 
sammenh&ngen (II § 8 (21)). Man hat 






(12) 



wo 



(12*) 



«/?•- <"l.«l + «»I.«! + . • • + W«.«,! 



VoW^*< 



ö>0- 






V<> («*) 



ist, und a^ und d^ die Grenzen bezeichnen, zwischen denen die 
Grosse x^ oscillirt Diese Grenzen sind immer Wurzeln der 
Gleichung 

2v^iW+^2a^y,.(x)-0. 

Es wird angenommen, dass die Determinante 

^"^l^ijl {hj^ 1,2, ...,m) 

nicht identisch verschwindet 

Die Grössen o>.. (t,^' »» 1, 2, ..., m) werden Elementarperioden 
genannt 

Aus der Torhergehenden Untersuchung ist ersichtlich, dass man 

fj, = ti, 

haben muss, um eine Transformation der Terlangten Art zu erhalten. 

Wie müssen zu diesem Zweck die Grössen |,. gewählt werden? 
Wir werden beweisen, dass man 



(13) 



I« = i/ 1/2 V, W + ^§ 2 a. g>,. {x) d 



X (1= 1, 2, ..., in) 
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setzen mass, am die zu fj^ (t ■■ 1, 2, ..., m) conjogirten canoniscben 
Coordinaten zu erhalten. 

Ea ist in der That erlaubt, die Integrationsconstanten c^, ct^, 
• • -^ ^m 8^®^ irgend ein anderes System Oj', «/, ..., aj ron Inte- 
grationsconstanten zu Tertauschen, wenn nur die Functionaldeter- 
minante des einen Systems in Bezug auf das andere System von 
Null verschieden ist (I § 9). Weiter wissen wir, dass die zu 1^ , 
lii • • -^ 1« conjugirten Coordinaten die Form 

i?, = --||-/ + A (i«l,2,...,iii) 

haben. Wir werden sehen , dass diese Grössen mit den Grössen 
u^, u^j • . ., u^ zusammenfallen, und dass ausserdem die Functional- 
determinante 1^, |,, ..., |^ in Bezug auf cc^, a^, . . ., u^ ^on 
Null verschieden ist 

Lösen wir nämlich die m Gleichungen (13) in Bezug auf tf^ 
^%f • • M ^m Aufj 80 hat man 

Diese Gleichung werden wir in Bezug auf a^, u^^ • • - , a. 

differentüren, und bekommen dann 

(15) \ a^, a«, ■*■ a^. a«, ■^•* • ■*" ai, a«, ' 



/) __ a«! agt a«! a^t , dax ai« 

"■ a^i aa« "^ ai, a«. "*"'•• ■*" af. a«* 



Nun ist aber nach (12*) und (13) 

(16) % = »||7' 

80 dass folglich* die Gleichungen (15) lauten 
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« - äff «hl + ä^ «11 + • • • + Tft '"«> ' 



Od dl I ^ ^1 I • Ö **i 



'•1' 



Od eil I d fl^i 1 t ^ ^ 



Da 0^ mit C zusammenfällt, so findet man bei einem Vergleich 
mit den Gleichungen (12), dass ti^ « u^ ist. Da weiter die Fnnc- 
tionaldeterminante der Grössen li > f i y • • • » 1« üi Bezug auf «, , 
a^f . . ., a^ nach (16) gleich 

»"" I ö>.> I {hj— 1, 2, ..., m) 

ist, und diese Determinante der Voraussetzung nach nicht ver- 
schwindet, so bilden die Grössen |^, |,, ..., |^ zusammen ein 
unabhängiges System von Integrationsconstanten. Wir gelangen so- 
mit zum folgenden Theorem: 

Theorem II: „Es seien die Differentialquotienten der verändere 
liehen Grössen x^, x^, . . ,, x^; y^, y^, • . ., y^ durch die Oleichungen 
gegeben: 

m\ rfgc _ BE dyi dH /•_! 9 ««\. 

^' a/ dyi dt axt ^ 1 j i n 

es sei femer eine intermediäre Bahn durch die Oleichungen defvnxrt\ 



dXi d£, 




dt ~ dyi ' 

dyi dHi 

dt ^ dXi ' 


(i=» 1,2,..., m) 



wo H^ eine quadratische Form der Grössen ^i» yt> • • • > y« •'^• 
Wenn die Differenäalghichungen mittelst der tn 11 § 1 auseinander* 
gesetzten Methoden integrirt werden können^ so erscheinen die Coordi" 
naten der intermediären Bahn als periodische Functionen , mit der 
Periode 2n, der m Argumente 
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d O 
^i — Vit+ ^<" — "äf^'+^n (*" 1,2, ...,«) 

wo ^^, mit den Bezeickiaigen des ciürten Faragraphen^ durch die 
Relation 



Si - ij l/^V^iW + j§2a^9P,^.(ar)rf. 



defsdrt ist Drückt man dann H durch t und dieee neuen Grossen 

Si> la> • • •> I«; *?!, «?ii • • •» ^« ö«^ 'ö ^*^ »»«» «'«^ ^S< 
quotienten dieser neuen Elemente durch die Gleichungen 

dSi _ dH 

dt ■" drji ' 

{t= 1, 2, ,..,111) 



dt dSi 

Zur Erläuterung dieses Satzes führe ich den Beweis fQr einen 
Freiheitsgrad aus. Es sei 

A±^AK- rfy _ dH 

dt öjf ' dt dx 

WO 

ist Dann lautet die HAMiLTOK-jACOBi'sche Differentialgleichung 

so dass 

ist Folglich hat man 



^4-/9 = — « f— ^^= 



Aus diesem Ausdruck folgt, dass die Zeit T zwischen einem 
MiniTmim x^ und einem Maximum x^ der Grösse x durch die Formel 
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J y2{U+a) 



gegeben ist Setzt man 






80 ist folglich 



T^n 



da 



Die Grösse x ist eine periodische Function von t mit der 
Periode 2 T oder, anders ausgedrückt, eine periodische Function ?on 



nt + c 



mit der Periode 2nj wenn 



n 



n 



gesetzt wird. Nach dem ohigen Ausdruck für T hat man also 



91 BS 



öl ""Öl' 



da 



womit der Satz für einen Freiheitsgrad bewiesen ist 

Wenn die intermediäre Bahn eine EEPLEB'sche Ellipse ist, 

so stellt sich die Anwendung des Theorems 11 folgendermassen. 
Nach den Ausführungen in 11 § 1 (14), IV § 2 (2) und (3) und 

§ 8 (8**) hat man hier 



(18) 



I, - i/l/^ + 2^-^^r, 



+ 1 



l. = i-/l/2«.-^?^rf9. 



-I 



I. 



31 
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(18*) j fl,-n(/ + irj) + ^, 



\ 



WO die Integratioiisconstanten a^^ a^t ot^\ H^, H^, H^ in folgender 
Weise mit den gewöhnlichen elliptischen Elementen zusammen- 
hängen. Man hat 

2aj «— ^; 2a, ^ fia{l — «*); 2a, = jua(l — tf*)cos*i 
und 

In V § 5 hahen wir cc^, a,, a, und ZT^, iT,, iT, als yer&nder- 
liche Elemente zur Darstellung der Coordinaten im Probleme der 
drei Körper eingeführt Statt dessen werden wir hier ^^, ^,, I3, 
^19 V%f ^s benutzen. Nach Theorem II wissen wir, dass» wenn 
ii^end welche Grössen x^y x^, x,; y^, y,, y, durch die Gleichungen 

(19) 4t- = 4^' ^ 4^ («-1,2,3) 

^ ' dt dyt dt dXi "" » > / 

definirt sind, und wenn durch die gewöhnlichen Formeln f&r die 
elliptische Bewegung x^, x,, ar,; t/i,!/^, y, durch Ij, |,, |,; ty^, t?j, Vz 
ausgedrückt werden, die letzteren Grössen durch die Gleichungen 

TT-'d^' 'dT^'^di: l»-^^^'^) 



bestimmt werden, welche Gleichungen dann vollständig die Bela- 
tionen (19) ersetzen. ^ 

Wir wollen die Ausdrücke für 1^, |,, f, als Functionen der 
elliptischen Elemente aufsuchen. 

Die Grenzen r, und r^ , zwischen denen r schwankt, sind, durch 
die elliptischen Elemente ausgedrückt, a(l — 0) und a(l 4- e). Da 

•■1 
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so bekommt man nach der Substitution 



r as a{l — f cosrü). 



indem man auf den Wert Yon cc^ Sücksicht nimmt: 



3t 

** 71 J L 1 — «coair J 



oder, nach einer bekannten Formel, 

(20) I^«y^(i-ynr7*). 

In die Formel fbr 1, 

+• 



^ J V cob'cjp ^ 



— » 



macht man die Substitution 



• • • 



sm 9 SS sin t sm tf 



und bekommt dann^ nach einer kleinen Rechnung, 



(20') J, = VF^- e^) (1 - cos i) . 

Endlich hat man 



(2on I3 = y2^ = Vi^aa-o cos i . 

Die Elemente ^^ und rj^ fallen nicht mit den DELAUNAY'schen 
Elementen, die wir in V § 5 eingeftOirt haben, zusammen. Man 
kann aber durch eine lineare Substitution von dem einen System 
zum anderen übergehen. Die Bedingungen für eine solche Trans- 
formation leitet man leicht aus dem JACOBi'schen Transformations- 
theorem ab. Setzt man nämlich 
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sowie 



und 



V = («11 li + «i> Ij + • • • + «1« IJ%'' 

+ («»1 ll + «M ll + • • • + «»« IJ^l'» 

+ 

17, = -^ « «1, «?i' + «ai f// + . . . + ö», O 

^•1= "öl; = «imV + «i«V + • • • + fl««0 
li' = y^ "^ ^1 li + «12 li + • • • + «i» I« ' 

Is' = -g^ = «II ll + Sl ll + • • • + S« fm ' 

80 bilden nach dem jACOsfachen Theorem |/, 47/ (t» 1, 2, ...,01 j 
zusammen ein canonisches System^ wenn dies für 1^, 17^ (t « 1, 2y...,si] 
der Fall ist. 

um zu den DsLAüNAT'schen Elementen in V § 5 überzu- 
gehen, müssen wir 

b 1 ~ Sl + b» + b8 » 
b 1 " bl + b 8 » 

bS ™ bS 

setzen^ und folglich sind die entsprechenden canonischen Winkel- 
elemente fi^j fj^\ ^3' durch die Belation 

Vi = fix, 

fJt ** ^1 + ^i'> 

Vs = Vi + ^2' + ^s' 
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gegeben, so dass 

17,' « 1?, - t/i =^ » - fl, 

m 

%' = 17s - <7i - fl 

ist, mit den Formeln in V § 5 übereinstimmend. 

Zweckmässiger wftre übrigens eine andere lineare Transfor- 
mation auszuführen, n&mlich 

ii" = 1, - v,i«(i-««)(i - C08,), 

in welchem Falle die entsprechenden canonischen Winkelelemente 
fj^'\ 17,", fj^" durch folgende Formeln bestimmt sind 



ff t — 'f 



«7i =■ «7i + «7i > 
% ^ Vi' + Vi'f 



oder 



V-i7a -n(^ + Äi) + 3r, 

iy," aa l/j — 17, = — « , 

i7a" = ^«-^3-- -Ö- 

LOst man die Ausdrücke (20), (20*) und (20**) nach (v^ au^ 

so bekommt man 

ft« 

^1- 2({, + {, + {,)•• 

woraus wir 

erhalten. Die Argumente «7| , i/i, 173 haben also dieselbe mittlere Be- 
wegung — n — wie schon aus den Ausdrücken (18*) ersichtlich ist 
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Als intermediäre Bahn kann man in einigen Problemen die- 
jenige Bahn benutzen, welche ein maseenloser Körper beichreibt^ der 
von zwei festen Centren nach dem NEwroN^echen Gesetz angezogen mird 

Im dritten Abschnitt haben wir die dabei auftretenden Bahn- 
formen ausführlich behandelt. Man bekommt hier 



(21) 



kl 



f 1 « ^j'^2{{K+K)X + hX^+a) 



dl 



Vi« - c« 






WO a^ und b^ die Grenzen sind, zwischen denen die Grösse l 

schwankt, wogegen a, und b^ die entsprechenden Grenzen f&r in sind 

Die Winkelgrössen i/j und 17^ ergeben sich aus den Kelationen 



{21 



•• { 






wo man hat: 



«11 = 



Q} 



11 



dh ' 



^ai = 



G>„ = 






Im asieroidischen Dreikörper "Problem eignet sich in '^ vielen 
Fällen die zuletzt behandelte intermediäre Bahn zur Benutzung. 
Wir wollen von diesem Gesichtspunkte aus einen Blick auf dies 
Problem werfen. Nach IX § 2 lauten die Differentialgleichungen 



dqi ^ dH 
dt dpt 



dpi 
dt 



dH 

dqt 



(*=1, 2), 



wo 

(22) 



^=\(Pi*+P,') + ^{Pi9t-P»'li)- U. 



Hier bedeuten q■^^ und 7, die rechtwinkligen Coordinaten des massen* 
losen Körpers in Bezug auf ein bewegliches Goordinaten^tem — 
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mit der Drehungsgeschwindigkeit n — bezogen. Die Grösse n fällt 
mit der Winkelgeschwindigkeit in der kreisförmigen Bewegung von 
m^ und m, nm den gemeinsamen Schwerpunkt zusammen, üebrigens 
yerweise ich auf die Bezeichnungen im betreffenden Paragraphen. 
Der Anfangspunkt der Coordinaten ist hier in den Schwer- 
punkt der Massen m^ und nt, gelegt. Um eine vollständige Analogie 
mit dem Zweicentren-Problem zu erhalten, legen wir ihn in den 
Mittelpunkt der Linie m^ m, . Zu diesem Zweck setzen wir 

^s = ?s » yi = Ä > y%^p%' 

Die neuen Coordinaten Xj, x^y y^, y, sind offenbar auch 
canonisch, so dass man hat: 

(23) ^-If. 4^ = -|f (-1.2)- 

Hier ist 

und 



V(*i - *)' + *.• V(x, +!)• + *,• 

Wir definiren non eine intermediäre Bahn durch die charakte- 
ristische Function 

(24) H, - \ (y^* + y,») - U. 

Die entsprechenden Differentialgleichungen sind 

Dies sind die Differentialgleichungen ftir die Bewegung eines 
massenlosen Körpers, der von zwei festen Centren angezogen wird. 
Die Coordinaten dieser Bahn, also auch die Grössen x^, x^, y^, y^y 

Chablxbb, MecbAoik dee mmmolB. IL 23 
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sind bedingt periodische Functionen der Zeit, welche in FouBiEH'sche 
Beihen nach den Viel&chen yon ti^ und 17, (21*) entwickelt werden 
können. Die Co^fficienten in diesen Beihen können als Functionen 
der in (21) definirten Grössen 1^ und |, ausgedrückt werden. Nach* 
dem x^i x^iVii y^ ^ dieser Weise als Functionen Ton || 1 1, t fix» *it 
gefunden sind, setzt man diese Ausdrücke in H ein und bestimmt 
die Veränderungen der Grössen £11 1,' ^i' % ^^^ ^^^ jAOOBi'schen 
Transformationstheorem vermittelst der Gleichungen 

Hier ist indessen zu bemerken, dass die Grösse H^, nach der 
Substitution der Ausdrücke für x^, x^, y^, y^ durch |j, {,, i7|, tj^ 
sich auf eine Function von |j und 1, reducirt, da ja die Gleich- 
ungen (25*) das Integral H^ a Constans besitzen. Nennt man diese 
Constante C^^ so hat man also 

(27) if„Cj + «(yjX,-y,xO + |{^V,- 

Dies ist also der einfache Ausdruck für die StÖrunffsfunction, 
wenn man vom Zweicentren-Problem ausgeht und nachher die wittkiSar^ 
liehen Constanten dieses Problems varürt. 

Die Constante C^ ist eine Function nur von 1^ und |,. Die 
übrigen Glieder in (27) sind periodische Functionen von ly^ und f/,, 
die leicht zu berechnen sind^ nachdem x^, x^, y^, y^ durch ^^, 1,, 
Vif Vt ausgedrückt worden sind. Die Störungsfunction ist also sehr 
leicht zu bilden^ nachdem die Coordinaten im Zweicentren-Problem 
als Functionen der Zeit dargestellt sind, welche Darstellung in- 
dessen verschiedene Untersuchungen erfordert, die bis jetzt nicht 
ausgeführt worden sind. Sehr bemerkenswerth ist, dass man bei 
der Anwendung dieser intermediären Bahn eine Störungsfunction 
erhält, in welcher der reciproke Werth des Abstandes zwischen dem 
gestörten und dem störenden Körper nicht mehr zum Vorschein kommt 

Es folgt hieraus^ dass das JSweicentren'-Problem einen innigen 
Ztuammenhang mit dem Problem der drei Körper haben muss. 
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Da die canoniBchen Differentialgleichiingen nicht symmetrisch 
in den ,,/>-Coordinaten'' und in den „^-Coordinaten'' sind, so muss 
das JAOOBi'sche Transformationstheorem etwas anders formniirt 
werden, je nachdem in der Transformationsfimction die eine oder 
die andere Art von Coordinaten auftritt Der Vollständigkeit wegen 
stelle ich hier die diesbezüglichen Formeln zusammen. 

Ich werde die alten Coordinaten x^, x,, . , ., x^; y^, y,, • • •> y.» 
und die neuen f^, 1,, • . ., f^; 17^, ^|, . • .^ 17^ nennen^ und zwar 
so, dass man immer hat 

(28) 1^-lf' 4^=-|f («-1'2 «.) 

und auch 

Wir können dann 4 Fälle unterscheiden: 

1) Die Transformationsfimction t/; hängt Ton Xj, x,, . . ., x^; 

t^ as -1// (Xj , Xj , . . ., X^; Sif Sff •••9 g J • 

Die Relationen zwischen den alten und den neuen Coordinaten 
sind dann 

(30) U^yr. Ift"--^' (t-l,2,...,m). 

2] Ist 

so hat man 

Ij""'*' 4|"^ ^' (i-l,2,...,fn). 

8) Ist dagegen 

V * ^(^1? ^1* •••> *«> ^1» %» •••' O' 
so haben diese Relationen die Form 

4j^y«'' 4?-"^' (i«l,2,...,m). 
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80 hat man 



dyf , dip _ r 1 9 \ 



In yielen Fällen^ wo die charakteristische Function von anderer 
Form ist, als in Theorem II voraosgesetzt worden ist, kann man 
sich ähnlicher Methoden bedienen wie oben. Wir werden unten 
bei Behandlung des DELAUKAY'schen Problems einen solchen Fall 
kennen lernen. 

§ 2. Ueber mechanische Probleme mit einem Freiheitegrad. 

Für den Fall, dass zwei reelle G-rössen z und y durch die 
Di£ferentialgleichungen 

^^^ dt " dy ' dt ^ dx 

bestimmt sind, haben wir im zweiten Abschnitt § 2 die Verände- 
rungen von X und y untersucht, unter der Voraussetzung, dass H 
eine quadratische Function von y ist von der Form 

Wir haben gefunden, dass x dann zwischen zwei festen Grenzen 
periodisch schwankt, und dass zwischen diesen Grenzen keine Maxima 
oder Minima von x vorkommen. Für gewisse Werthe der Inte- 
grationsconstanten können Limitationsbewegungen auftreten. 

Wir wollen nun diese specielle Voraussetzung über H fallen 
lassen und nur annehmen, dass H innerhalb eines gewissen redUn 
Gebietes — G — eine Function rationalen Charakters von x 
und y ist. 

Die Gleichungen (1) haben das Integral 

(2) H(x,y)^C. 
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Diese Relatioiii die immer bestehen mnss, enthält die Gleichung 
für die Bahneurve, die also nnr von einem einzigen Parameter ab- 
hängt Es ist indessen zu bemerken, dass nicht alle Werthe von 
X nnd y, welche der Chure (2) angehören, wirklich bei der Bewegung 
erreicht werden können. Vielmehr wird der Punkt [x, y) im All- 
gemeinen nur einen Theil der Gurre (2) beschreiben, und zwar ist 
nicht nothwendig, dass diese Bahneurve ein isolirter Zweig der 
Curve (2) ist 

Betrachten wir die Oleichung 

WO also nur reelle Werthe von x und y vorkommen, und nehmen 
wir an, dass wir mit dem Punkt (x^, yj anfangen, wo dH:dy 
beispielsweise positiv ist, so ist klar, dass x mit wachsendem t 
auch wachsen muss, bis wir zu einem Punkt (a, b) kommen, in 
welchem 

dy 
ist 

Wie wird sich die Grösse x nachher ändern? um diese 
Frage zu untersuchen, werden wir die Function H nach den 
Potenzen von x — a und x — & entwickeln, was ja möglich ist, 
wenn der Punkt (a, b) innerhalb des (Gebietes G liegt, vrie hier 
vorausgesetzt wird. 

Da der Punkt (a, b) nbthwendigerweise auf der Curve (2) 
liegen muss, so hat man 

H^ C ^ A,,{x ^ a) + J,,(y ^ b) + 

+ 

und folglich 



• • • • 
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Der VorauBBetzung nacli soll dieser Auadrock für x ^ a xmd 
y ^b yerschwindexij woraus folgt, daas A^^ ^ ist Mit Hüfis der 
Gleichimg 

(4**) \ +^(*-a)* + ^„(^-«)(y-ft) + ^,(y--*)' 



können wir in der Umgebung des Punktes [a, b) y ^b durch x — a 
ausdrücken« Setzt man diesen Werth in (4*) ein, so nimmt (3) die 

Form 

dx 



dt 



m 



an, womit die Differentialgleichungen der Bewegung auf Quadratur 
gebraeht sind. 

Es zeigt sich, dass Bewegungen ganz yerschiedener Art auf- 
treten, je nachdem A^^ Ton Null verschieden ist oder nicht. 

Wir betrachten zuerst den Fall 

Es sei rechter Hand Ton (4**) 

das Glied niedrigster Ordnung in y — i, das nicht mit x — a multi- 
plicirt ist. Dann ist 

- A^,{x - «) + ^,{y ^ by + ^A,,[x - df(y - *y , 

wo in der Summe alle Glieder, für die t = ist, einen Index j 
haben, der größer als « ist Wir erhalten dann in der Umgebung 
des Punktes (a, b) die Entwickelung 

(5) x^a^{y^by [u^ + a^ (y - i) + a,(y -*)»+.,.]. 
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Hier ist 

(6) ao--^o,-Ao> 

woraus folgt, dass u^ nicht unendlich und nicht Null iet 
Durch Umkehrung dieser fieihe erhält man 

(7) y - 4 - /?^ (X - fl)V. + A (a: - afl' + ß^{x ^ dfl' + . . ., 

wo ß^ endlich und Ton Null verschieden ist 

Diesen Ausdruck ftr y — & setzen wir in (4*) ein, welche 
Gleichung jetzt folgende Form hat: 

4f - '^o.(y - iy-'+'EJAji' - «^(y - iy-'> 

wo in der Summe, fOr t s , j > jr ist 

Wird hier die Beihe (7) eingesetzt, so erhält man f&r die 
Gleichung (3) die Form 

d — f - - 1 

oder 

dz 



^[1 + (Ji(x - afl' + S^[x - afl' + ...] = Yo^^f 
(a? - a) • 

wo Yq endlich und von Null rerschieden ist 
Das Integral dieser Gleichung lautet 

, (X « «)!/. [ 1 + A (:r - a)V' + ^ (x - ay/. + . . .] - ^0 (^ - > 

wo t^ denjenigen Werth tou t bezeichnet, fQr welchen x ^ a ist 
Durch Umkehrung dieser Reihe erhält man zuletzt 

(8) X - « - (f - t^y [«0 + ei(< - g + h(^-to? + • • •] 

mit einem endlichen und tou Null yerschiedenen Werth für a^. 

Ist s eine gerade Zahl, so wächst x bis der Werth x ^ a er- 
reicht ist, dann fangt x an abzunehmen, und fährt damit fort, bis 
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wieder ein Punkt (a', ä') erreicht wird, in welchem dHidy ver- 
schwindet. Hier muss wieder eine ähnliche üntersnchnng wie im 
Punkte [a, b) gemacht werden. 

Ist dagegen s eine ungerade Zahl, so wird x den Punkt a 
passiren und für t^ t^ zu Werthen übergehen, die grösser als a 
sind. Die Grösse x wächst dann weiter, bis man zu einem neuen 
Punkt {a'\ b") kommt, wo dHidy verschwindet , und wieder eixie 
ähnliche Untersuchung gemacht werden muss. 

Die obigen Auseinandersetzungen erleiden eine Ausnahme, 
wenn s unendlich gross ist In diesem Fall hat H-^ C den 
Factor x -- a, und die Bahncurve besitzt dann einen isolirten 
Zweig, nämlich die gerade Linie x ^ a. 

Wir gehen jetzt zum zweiten Fall über, dass nämlich der Coeffi- 
cient A^Q verschwindet Dann ist für x^a^ y ^ b, dBidx ^ 0, so 
dass man gleichzeitig hat 

(9) 0-Ä-C=4^ = 4^. 

^ ' ox dy 

Wird X und y aus den zwei letzten Gleichungen eliminirt und 
in die erste Gleichung eingesetzt, so findet man, dass solche Punkte 
nur für ganz bestimmte Werthe der Constante C auftreten können. 
Diese Werthe von C können deswegen als die singulären Punkte der 
gegebenen Differentialgleichungen angesehen werden. Die Aufsuchung 
dieser singulären Punkte geschieht mit Hilfe der Gleichungen (9). 

Wie gestaltet sich die Bewegung in der Nähe dieser Punkte? 

Wir werden finden, dass bei diesen Werthen der Integrations- 
constante C immer Limitation auftreten muss. Die durch (9) 
bestimmten Punkte {x, y) können bei der Bewegung niemals über- 
schritten werden. 

In der Umgebung des Punktes (a, b) haben wir nun die Ent* 
Wickelungen: 



(10) 



{O^H-C^Ä^[x-af + A,,{x - a){y - b) + A,^{t, - b)» 

+ A„{x- af +A,i(x- a)«(y -b) + ^,(x - a)(y-*)» 

os' 
+ 



+ ^5(y- *)' + 



(11) 
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" ■ ■ -r - - - ^"^^^ ■ ■- . ^^^h^— I _ V I I ■ ■ ^m^^^ m 

+ 



Die rechte Seite dieses Ausdruckes soll als eine Function von 
X ^ a dargestellt werden. 

Zu diesem Zwecke nehmen wir zuerst an, dass die Lösung yon 
(10) folgende Form hat: 

(11*) y — 4 sa cTj (x — a) + er, (x — ö)* + a, (x — Ol)' + . . . . 

Wir bekommen dann aus (10) folgende Formel zur Berechnung 
der CoSf&cienten a^, ir,, a^^ ... 

und allgemein 

(^„ + 2^o8«l)«r- ^'^r (^ = 2, 8, 4, ...), 

wo 0^ eine bekannte Function von a^y er,, . . ., a^_^ ist 

Um aus der ersten dieser Oleichungen einen reellen Werth 
von a^ zu erhalten, ist erforderlich, dass die Ungleichheit 

erfällt ist. Um endliche Werthe f&r o^ zu erhalten, ist ausserdem 
nothwendig, dass die Coeffidenten A^ und A^^ nicht gleichzeitig 
yerschwinden. Beide Bedingungen sind also erfüllt, wenn an- 
genommen wird, dass 

(12) ^J.-4^,^>0 

ist 

Um endliche Werthe für <v,, er,, a^ . . . zu erhalten, ist er- 
forderlich, dass 
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▼on Null yenchieden ist Man hat aber 



und es genügt also, dass die Ungleichheit (12) erfüllt ist, um reelle 
und endliche Werthe der Co^fficienten in der Reihe (11*) zu er- 
halten. 

Wird nun die Reihe (11*) in (11) eingesetzt, bekommt man 

4|. = 4|^ = ^(x-a)+^(x-a)« + J3(x-.fl)»+..., 



wo A^ « Ä^^ + 2^01^1 °* y^\\ "~ ^^o-^a *^ *^ •'^'* -^"^ *'^" 
schieden ist. Hieraus erh&lt man 

^^{B^+B^{x^a) + i?3(x - a)« + . . .) - rf/ 

und also nach der Integration 

B^ \og[x - a) + B^{x - a) + 1^3 (x -«)" + ... = ^- ^0» 

welche Gleichung zeigt, dass x nicht den Werth a erreichen kann 
für einen endlichen Werth Yon t 

Hier tritt somit Limitation auf. 

Wir kommen also zunächst zum Fall, dass 

(13) JJ. -4^,o^„, = 

ist Man hat dann 

A^{x - af + ^„ {x - a){y _ Ä) + ^,(y _ *)« « 
In diesem Falle ist es angemessen, eine neue VeiSnderliche 

I - V^ ('-«) + VÄI(y - *) 
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statt X ^a eio^ufbhreiL Wir bekommen dann, für A^ ^ 0, 

o-^-6'-{«+i?„|»+j?,j>(y-*)+A,l(y-*)'+^o8(y-*)' + -M 

wenn nicht etwa A^^ nnd Ä^ beide yerschwinden, in welchem Falle 
diese Sabstitation nicht erlaubt ist Um die noch möglichen Be- 
wegungsformen aufzusuchen, werden wir uns auf die bekannten 
Untersuchungen yon Puiseüx über die algebraischen Functionen 
stutzen. 

Wir nehmen an, dass 

[x — ay 

« 

die niedrigste Potenz von x — a ist, die in i? rorkommt, und dass 
ebenfalls 

die niedrigste Potenz von y — & ist in dieser Entwickelung. Wir 
betrachten irgend eine der PuiSBUx'schen Classen 

K^Ä{x- a)P + ^Af[x - a)F,(y - b)^f + B[y ^ Vf, 
wo die Ungleichheiten 

(14) 1 

^ ?! < yi < • • • < ? 

erfüllt werden müssen« Es ist zu bemerken, dass sowohl Ä wie B 
gleich Null sein können. 
Setzt man 

(14*) y^b^[x^aY, 

80 müssen y weil alle Glieder in K derselben Classe — ^ — an- 
gehören, 

(15) J» -Pi + ?iM »ft + ftM = • • • « ?^ 

sein, Yorausgesetzt nämlich, dass sowohl A wie B nicht verschwindet 
Würde A{x^ay nicht der Classe angehören, so würde das erste 
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Glied in (15) verschwinden; würde J9(y — ft)< nicht Torkommen, ver- 
schwände das letzte Glied. 
Da 

Pl +?lM=ft +?2M» 

so ist 

so dass jti immer positiv ist 
Ein beliebiges Glied in K 

gibt in dHidy ein Glied 

qfÄf[x^aYf{y''bYf-^ 

oder nach Einsetzung yon (14*) 

Der Exponent eines beliebigen Gliedes in dH:dy ist also 
immer grösser als die Einheit Eine Ausnahme könnte nur ent- 
stehen, wenn die betrachtete Classe nur die Glieder 

^(z — a)^ + J(y — Ä)« 

enthält Die Ordnung des letzten Gliedes ist i^q, und die Ordnung 
des entsprechenden Gliedes in dHidy ist also (; — l)|bi. Nun ist 
aber in diesem Falle 

und folglich ist 

Wir müssen uns aber erinnern, dass nur solche Werthe yod 
p und q hier zu berücksichtigen sind, die grösser oder gleich 2 
sind. Folglich ist 
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und 



(-i)^ 



1 



Die Ordnung eines beliebigen Gliedes mdHidy ist also gleich 
eins oder grösser. Wir können also setzen 

-^ =» Oj (x - a)^ + a,{x - «y* + Oj (ir - a)*. + . . ., 
wo 

und A^ ^ 1 ist In der Umgebung des Werthes x ^ a können wir 
somit die Differentialgleichung ftir jt in der Form 

(» — a) * 

schreiben, wo /«i < f4 < • • . und (jl^ positiv ist 
Das Integral lautet 



(16) 



/ + Constans = ^-^ \-^ + {x - df^ + 



Wäre Aj » 1| so würde das Integral die Form 

(16') ^ + Constans = io log (x — a) + -^ (ar — «yn + A.(ar — ay^ +... 

annehmen. 

Im einen Falle wie im anderen findet man, dass x den fTerth a 
nicht für einen endlichen Werth van t erreichen kann. 

Es tritt also Limitation aufl 

Wir können in diesem Falle , mutatie mutamUsj dieselben Be- 
trachtungen auch für die Differentialgleichungen für y durchAihren, 
so dass folglich gleichzeitig Limitation sowohl in x wie in y auf* 
treten muss. 
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Ist die Function H nebst ihren Ableitungen eine einwerthi^e 
Function von x und y, so kann die Bahncurve nicht sich selbst 
schneiden, vorausgesetzt, dass C nicht einen singulären Werth hat. 
In jedem Punkt {tq, y^) ist in der That dxidt und dyidt völlig 
bestimmt: kommt man, nachdem man eine geschlossene Curve 
beschrieben hat, zu demselben Punkt [x^ , y^ zurück, so wird man 
wieder in die alte Curve eingelenkt und die Bewegung ist dann 
periodisch. Würde die Bahncurve einen Doppelpunkt besitzen, so 
wäre in demselben 

bH BH 



dx dy 



= 0, 



und die Constante C würde dann nach (9) einen singulären Werth 
haben, was gegen die Voraussetzung ist 

Es ist wohl zu bemerken, dass hier vorausgesetzt wird, dass 
die canonischen Coordinaten x und y GABXBsnrs'sche Goordinaten 
eines Punktes bezeichnen, unter Anwendung anderer Coordinaten- 
Systeme oder anderer Goordinaten kann es sich wohl ereignen, dass 
die Bahncurve Doppeltpunkte oder andere Singularitäten aufweisen 
kann. 

Wir können die obigen Auseinandersetzungen über Bewegungen, 
die einen Freiheitsgrad besitzen, in folgendem Theorem zusammen- 
fassen. 

Theorem: Wenn x und y reelle Veränderliche bezeichnen^ welche 
durch die Differentialgleichungen 



(17) 


dx _ dH dy _ 
dt ^ dy ' dt "^ 


dB 
dx 


mit dem Integrale 






(17*) 


H[x,y)^C, 





bestimmt sind, und wenn H eine einwerthige Function isty die in jedem 
reellen Punkte (a , b) nach den positiven Potenzen von x ^ a und 
y —^ b entwickelt werden kann, so ist die Natur der vom Punkte (x, y) 
beschriebenen Bahncurve vom Wertke der Constante C abhängig; solche 
Werthe von C, die man aus (17*) erhält j wenn man x und y aus den 
Gleichungen 
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berechnet, sind als singulare Werthe von C zu betrachten; hat C 
einen solchen singuidren Werih, so nähert sich, mit wachsendem t, der 
Punkt (xj y) asymptotisch einem Grenzpunkt (a, ß), ohne ihn in end" 
licher Zeit zu erreichen; hat C keinen solchen singulären Werth, so 
ist die Bahncurve entweder eine geschlossene Curve, die vom Punkte 
(x, y) in endlicher Zeit beschrieben wirdy oder es müssen die Grössen 
X und y — die eine oder beide — mit wachsendem t ins Unendliche 
wachsen oder abnehmen^ 



§ 3. EntWickelung der Störungeftinction Im asteroidiechen 

DreikArper^Problem. 

Im § 13 des neanten Abschnitts haben wir die Di£ferential- 
gleichangen ftir das asteroidische Dreikörper-Problem im Baum in 
folgender Form erhalten: 

dx{ BF 

dt "^ öy/' 

dt " dx!' 



wo 



1 . AT-.' L /* 



(^*) ^= "2^^ + ^^»' + ^ - Ai(?i cofl ^^ + ?, sin Nt) 

ist, und N die. mittlere Bewegung des störenden Planeten (»Jupiter'') 
bezeichnet In Bezug auf die übrigen Bezeichnungen yerweise ich 
auf den betreffenden Paragraphen. 

Die Störungsfunction F lässt sich, wie an dtirter Stelle be- 
wiesen wurde, in eine FouBiEB'sche Reihe nach den Cosinus der 
Vielfachen von y^'i y,' und y^ entwickeln. Die Coefficienten in 
dieser Reihe sind Functionen von x^, x^ und x^\ 

Tau Erhaltung der Coefficienten in dieser Reihe werde ich 
mich der von Levebbieb im ersten Band der Pariser Annalen 
gegebenen Entwickelung bedienen. 
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In den LEVEBBZEB'schen Bezeichnungen ausgedrückt, hat man 



(2) 



yi 



A — fi), 



y,' = fl - r. 



Ich werde nur die Glieder bis zum vierten Grade in den 
Excentricitäten und bis zum zweiten Grade der Neigung hier 
berücksichtigen. 

Die Argumente, die hier Yorkommen, haben, durch die Winkel- 
grössen y/, y^ und y,' ausgedrückt, folgende Form: 





.•(A- 


-0 = «" 


(yi' 


+ y,' + y3'). 






(«•• 


-\)X+ et - 


lY « t 


(yi' 


+ y,' + ysO - 


-yi'. 




(«•- 


-2)X + 2m - 


i'r - i 


(yi' 


+ y,' + y»0 - 


- 2y,', 




(»•- 


-2)A + 2t'- 


t r s i 


(yi' 


+ y; + ysO - 


- 2(yi' + 


yiO» 


(«■- 


-3);i + 3o) - 


ir = . 


(yi' 


+ y»' + ysO - 


- 3y,', 




(«■■ 


-4)Ä + 4ai - 


■ t r » 1 


"(yi' 


+ y,' + y»") - 


- 4yi'. 





Für die LAPLACs'schen Coefficienten, welche in der Elntwicke- 
lung der Störungsfunction vorkommen, wollen wir eine etwas andere 
Bezeichnung als in VI § 5 einführen, um üebereinstimmung mit 
Levebbieb zu erhalten. Wir setzen nämlich 



(3) 



I 






wo A^ und B^ durch die Reihen (1) des citirten Paragraphen de- 
finirt sind. Man hat also, da a;' » 1 ist, 






[1 + o* — 2a cos 9] 



+ 00 

2 

— 00 



^^^\^mox>iiq>. 
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Weiter setzen wir mit Lxybbbieb 



(0 «• d'A^^ 



(8*) ^:'^^ ^. 

\8 dar 

Schreibt man 
wo 

ist, 80 erh&lt man F^, wenn man in den LEVSBSiSB'schen Ent- 
wickelangen f&r 

Ufa, 1) — Äi 
e' — und a »> 1 setzt 
Wir erhalten somit 

ii; - (-«+iae»+«f;«+^ «*) C08(y,'+y,'+y,') 

+ l««co8{yi'+yi'+y8'-yi') 

+ (- ^a« + I ««^ cos (y/+y,'+y,'+yj') 

- (*«** + £•*) co«(yi'+y«'+y«'-2yi') 

(4) I + (- 1 ««• + !««*) cos (y/+y,'+y,'+2y,') 

- «i»»C08(y,'+y,'+y,'-2{y,'+y,')) 

- i>*a«»co8(y,'+y,'+y,'-3yi') 

- I «e»co8(yj'+y,' + y,'+8y,0 

- Ti»««*co8(y,'+y,'+y,'-4yi') 

- mae«C08(y/+y,'+y,'+4y,'). 
Hier hat man 

(5) i»»-8m«y 

Chablob, MaohAnlk dw HJmmaU. II. 24 
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gesetzt, wo J die Neigung der Asteroidenbahn g^en die Jupiter- 
bahn bedeutet 

Für F^ erhalten wir aus den liKVEBBiEB'schen Entwickelungen 
folgende Form: 



(5) 



+ 00 



+ 2 (-2.-^«-4'))J 

— OD L * 

+ ((i-5«»+4t^J(0+^(3-7t+4i»)4')+(-2-2iV,*' 

Xco8(t(y/ + y,'+y,')-yi')] 

+ 2 [(i (- 5 « + 4i«)^» + {- 1 + 2 tV« + Äf) (-•-) * 

+ (1(11 1 _ 32i» + 30i» - %i*)ÄV) + 1(8 - 23t + 24»« 

- 8»»)^« + (- 4+ 30^» + 4140 + 4 JW) (J) *] 
XC08(t(y,' + y,'+y,')-2y,') 



—OD 



+ 00 

— 00 



+ 2Ci(-13« + 15»»-4iV» + i(-8 + 9i-4iVV> 
+ (2-2i)J«)_^(i)](j)' 

XC08(i(yi'+y,'+y,')-8yi) 
+ 2 [Vr(-206i + 283i«- 120i»+ 16i«)4W 

+ ^(_ 16 + 69i - 42i« + 8»») 4« 
+ H8-18« + 4t*)^y> 

+ (- 3 + 2.) Äf + ^»1 (|)*co8 (.•(y,'+y,'+y,') - 4y,) 



+ 00 

2 

— 00 
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Ich werde indessen die Ekitwickelang der Störongsfunction 
nicht in dieser Form benutzen, sondern zuerst eine Transformation 
der Coordinaten Tomehmen. Es ist nämlich wünschenswerth, statt 
x^' und or,' andere Coordinaten einzufahren, so dass die Störungs- 
function nach Potenzen derselben entwickelt werden kann. Wir 
haben in VI § 1 gesehen, wie dies im allgemeinen Dreikörper- 
Problem erreicht werden kann. 

Hier genügt es zu setzen: 



(6) 



Xj « Xj , *8 ** 'l 'j > ^8 ^ *1 ^^ *• » 



so dass also die neuen Yerilnderlichen in folgender Weise durch 
die elliptischen Elemente ausgedrückt werden: 



(6*) 



X, »y^a-yr^^ö, y,--« + ^^ 

Xj = ya(l-tf»)(l — cos/), y« = — fl + Nt. 



Die StOrungsfnnction l&sst sich dann als eine Reihe nach den 
positiven Potenzen von x, und y^ ausdrücken. 
Man hat nach den obigen Relationen 



(7) 



,1 _ 2*. V 

Va a 



2^0(1-««) 



welche Werthe wir in die Entwickelung der StOrungsfunction ein- 
zuflihren haben. 
Setzen wir 

und brechen mit der vierten Potenz Ton a ab, haben wir also 

24* 
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e 



J-' -K. 






««-«*, 



Indem wir uns auf die Bewegung in einer Ebene (der Elbene 
der Jupiterbahn) beschränken, können wir nun die £}ntwickelung 
der Störongsfanction in folgender Form schreiben: 



F^(i^P(i>cosiy^ 

— 00 

— 00 

— 00 



oder kurz: 

(8) ^-m2 |:^."co8[.-y,-.(y,+y,)], 

ja -00 «bO 



WO die GoSfficienten Pi^ in folgender Weise von x, und x^ (assj/a) 
abhängen. 

Für « SS hat man: 
Pf = 1^(0 + (- 2iM('") + J</) + ^W)8« 

mit folgenden Ausnahmen: 
JKr i « 0: 
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/Cr 1 = 1 und i « — 1 ; 

+ (_ I« + y ^('1 _ 2^<|> - » J'» + 3^<J' + 3^'!')«*. 
Für < ai 1 hat man: 

+ ((2i-5»»+4i«)J»+^(4-7i+4i«)^',')+(-2-2.V?>-8^V')«'' 

mit den Atunahmen: 
Für .-+1: 

ixj'-(3a-2^<»-^<|')« 

+ (_!« + ^o + 1^1» _ 4^'{> - S^'JO«'. 

+ da - 11^" + Y^<;' - 3^1')«». 

Für < CS 2 hat man: 

P(0«(|(_ 5j + 4i»)^»4.(_i + 2i)4') + ^«))a» 

+ (1(^1 - 88i»+ 30i»- 8i*)^«+ 1(1 1 _ 29i +24t»- 8i')A<[> 
+ (_ 5 + SiV'O + 4i^',') + 4^») ,*, 

mit den Ausnahmen: 
Für 1- + 1: 
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Fit x=-\x 

+ (^ -y^'" + 24^<;> - 8 J'J» - 4^'5' + 4^«!') «*. 

Für « => 3 hat man: 
/»(<) „ [|( _ 13» + 16t»- 4i») JW + 1(_ 3 + 9i - 4»*)^W 
+ (2-2t)^')-J<«)]«», 

mit den Aumahnum 
Für I-+1: 

i"i' - (- i « - |^<" + ^'1' - 4<1')«». 

Für «»4 hat man: 

PW - [Vi(- 206t + 283t» - 120t» + lÖt^^W 
+ |(_ 16 + 59i - 42i» + 8i^4W 
+ i(8-13t + 4i»)^« 
+ (-3 + 2t-)^« + 4')]e* 

mit den Autnahmen: 
Für i^ + 1: 

ifSr t ■• — 1 : 
■P*:" = [- ^ + W^'" - -H^^'l' + ¥^*J' - 5^'J» + ^'1'] e*. 

Die GoSfficienten y^** hängen nnr von a, d. h. von x^{=Y'^) &^' 
Es ist 

ÖÄf ö4« 

o aS| ^ da 
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Nach der Definitioii (3*) hat man aber 

8o dass 

(9) ,,^-2,4'' + 2(, + l)^'i, 

ist. 

Will man die Störongen bis zum vierten Grade berücksichtigen, 
80 muss man die Grössen ^^ f&r # » 0, 1, 2, 8, 4, 5 berechnen. 

Die Grösse % hängt yon x^ and x, ab. Ihre partiellen Ab- 
leitungen lauten 

d« 1 1 



(10) 



da B • 



dX| 2X| 



Die Ableitungen von % nach x, enthalten also « im Nenner. 
Dies kann unter umständen Schwierigkeiten yerursachen, wenn man 
nämlich im DsLAUNAY'schen Problem Glieder 1^ Grades berück- 
sichtigen muß. Man vermeidet diese Schwierigkeiten, wenn man in 
analoger Weise wie in VI § 1 neue Coordinaten einfbhrt. 

In Bezug auf die Co^fficienten ^~*^ ist zu bemerken, dass 

ist Auf die Methoden zur numerischen Berechnung dieser Grössen 
gehe ich hier nicht ein. Levebbisb hat in seinen Untersuchungen 
ausführliche Vorschriften darüber gegeben, die indessen in einigen 
Beziehungen vereinfftcht werden können. Es ist besonders wünschens- 
werth, vollständigere Methoden zur ControUe der Kechnungen ein- 
zuführen. 

§ 4. Das DEuuNAY'sche Problem. 

In seiner berühmten „Theorie du mouvement de la lune*^ hat 
DsiiAüKAY eine neue und geniale Methode eingeführt, um zu den 
Integralen des Problems der drei Körper zu gelangen. Sie besteht 
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wesentKch in der EinführuDg einer neuen intermediären Bahn 
statt der EEPLEB'schen Ellipse. Durch Variation der Elemente 
dieser intermediären Bahn — oder richtiger einer Reihe solcher 

intermediären Bahnen — gelangt Delaükay zu einer rein trigono- 

• ^^ 

metrischen Form fiir die Goordinaten im Mondprobleme. Wir 
werden in einem folgenden Paragraphen auf diese Frage zurück« 
kommen, hier wollen wir zuerst die rein mathematische Behandlung 
des Problems voraussenden. 

Die reellen Grössen x^, x,, y^ y^ seien durch folgende Diffe- 
rentialgleichungen bestimmt: 



(1) 



dxi BF djfi ÖF 

dt ^ dyi' dt "" dxi' 

^ — ^ d^ dF 

dt ~ öy, ' dt dXf^ 



WO F die Form 

(n F~0 + '^A,cosiy, 

hat, in welchem Ausdrucke 0, Ä^, J^, ... gegebene Functionen 
Yon x^, x^ sind, die in jedem Punkt [a, b) innerhalb eines gewissen 
Gebietes nach den positiTon Potenzen von x^ — a und x^^ b ent- 
wickelt werden können. Die Aufgabe , die Werthänderungen Ton 
']> *i> Vn y% aufzusuchen, werde ich das DsLAUNAi^sche Problem 
nennen. 

Da F Yon y^ unabhängig ist, so findet man zuerst, dass 
dx^:dt = ist, so dass also 

(2) x^ SS Constans 

ist Die Aufgabe ist also thatsächlich auf die Betrachtung der 
Gleichungen 

^^ dt dyy' dt dz, 

reducirt, ein Problem, das wir mit den Methoden des vorigen Para- 
graphen lösen können. Wir müssen nur in Betracht ziehen, dass 
F einen Parameter — x, — enthält, so dass die singulären Punkte, 
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die wir zn betrachten haben, thats&chlich als ringvläre Curven auf- 
treten werden. 

Unser erstes Problem ist also, diese singolftren Gurren auf- 
zusuchen. Nach dem Theorem im vorigen Paragraphen erhält m^ 
dieselben, wenn man x^ und y^ mittelst der Gleichungen 

(3) |Z « - 1^ 

eliminirt und die Werthe in die Oleichung 

(3T C-0 + 2^,costyj 

einsetzt 

Ohne die specielle Form der Functionen 0, ^, A^, Ä^, . . ., 
zu kennen, kann man gewisse allgemeine Betrachtungen über das 
Eliminationsresultat anstellen. Die zweite Gleichung (3) lautet 
nämlich 

(4) = u4j sinyj + 2^ sin 2y^ + SA^ sin Sy^ + . . . 

und man findet gleich, dass diese Gleichung die Wurzeln y| « 
und yj B 91 hat Wenn noch andere Wurzelwerthe fbr y^ yorkommen 
können, so müssen sie die Gleichung befriedigen, welche man erhält, 
indem man (4) mit siny^ dividirt 

Man leitet indessen leicht folgende Relationen ab: 

^^—^ = 2 (cosy + cos 8y + cos5y + . . . + C08(2t - l)y) , 
"°rin"*^^ - 1 + 2co82y+2co84y+... + 2co8(2i-2)y. 
und folglich hat man 



(5) 



+ 2(2^ + 4^^ + 6^, + . . Ocosyj 
+ 2(8^, + 6A^ + 7Ä, + .. .)C082yi 
+ 2{4^^ + 6^ + ...)co88yi 

+ 
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Aas dieser Formel l&sst sich häufig leicht benrtheUen, ob 
andere Wurzeln als und n yorkommen können. In yielen lUlen 
convergirt die Beihe der ^-GoSfficienten so rasch, dass das erste 
GUied in (5) die Summe der übrigen überragt, in welchem Falle 
offenbar keine anderen Wurzeln vorkommen können. Ist aber die 
Conyergenz der Reihe (3*) eine schwache, so werden im Allgemeinen 
andere singulare Werthe als und n ffüi y^ auftreten können. 

Wir wollen die Wurzeln y^ « und y^ =» ^ etwas n&her in 
Betracht ziehen. Die entsprechenden Werthe für ^r^ und C werden 
aus folgenden Gleichungen erhalten: 



(6) 



C 




<i> + ^ + ^, + 4, + ... 

dÄ, dA, BA, 



(6*) 



c 





B0 dÄ, . SA, dÄ, 



dxi dXi d Xi dx| 



-^^ + ... 



Wird x^ zirischen den beiden Gleichungen (6) eliminirt, so be- 
kommt man eine Relation ~~ D^{x^, C)^0 — zwischen :r, und C, 
welche die Gleichung für die zu y^ «> gehörende singulare Curve 
giebt Aus (6*) erhält man in gleicher Weise die Gleichung 
D^(x, (7) «> 0. Das Eliminationsresultat zwischen einer Function 
und ihren abgeleiteten Functionen nennt man die Discriminante der 
Function. Die Functionen Dy^ und D^^ sind also die Discriminanten 
der charakteristischen Function jF für y^ » und y^^n, welche 
Discriminanten häufig mit Hilfe der Methoden der Algebra erhalten 
werden können. 

Betrachten wir z. B. den Fall 



0^a, + a^x,\ 

A = *i *i » 
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wo a^f a^ und b^ gewisse Fanctionen von x, sind und ^^"-^""...'■0 
angenommen werden, so lauten die Gleichungen fbr die singul&ren 
Gurren 

I 0-A('i>C)-V-4(iio-.C)a,, 

l - i>,(x„ C) = Äj» - 4(flo - C)a,, 

80 dass in diesem Falle B^ und D^ zusammen&Uen. 
Ware 

^1 = *i 'i > 
80 hat man 

- 2>i(x„ C) = (a^ + ftj)« - 4(a, - C)a,, 
- 2>,(x„ C) - (a, - Äj)« - 4(flo - C)a^. 



(n 



Diesen beiden Annahmen über F entsprechen zwei wichtige 
Fälle im Dreikörper-Problem. 

Für etwaige Anwendungen schreibe ich noch nach Salmon 
(,,Higher Algebra'S S. 806, 1876) die Discrimioante hin unter der 
Voraussetzung, dass F vom vierten Grade in x^ ist, so dass 

F^ a^ + a^x^ + a2*i* + '»3'i' + Ö4*i* 
ist Man hat dann 

i> - 4(12 a^a^ - 8aj Oj + 0,»)» - (72 flpö,a^ + 9öiö,a, 

- 27 Oj» a^ - 27 «0 «8* - 2 o,«)« . 

Liegen die Werthe von C und x^ auf einer singulären Cuire, 
so entsteht nach dem vorigen Paragraphen immer Limitation. Ln 
Allgemeinen begrenzen die Curven i>^ = 0, 2)^=^0 verschiedene Ge- 
biete der Veränderlichen C und x,, innerhalb welcher besonders 
charakterisirte Bewegungsverhältnisse auftreten. So kann z. B. in 
einem Gebiete die Grösse y^ zwischen zwei endlichen Grenzen 
periodisch schwanken, in einem anderen wird sie mit t ins unend- 
liche wachsen. Die singulären Curven spielen also die Bolle von 
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Discontinuitäteeurven, indem n&mlich beim Uebergang über eine 
solche Corve der analytische Ausdruck für die Coordinaten sprang- 
weise in andere Formen übergeht. 

Die Darstellung der Coordinaten im DsLiLUNAT'schen Problem, 
als Functionen der Zeit, geschieht im Allgemeinen ziemlich einfach 
unter Anwendung der HAMiLTOK-JACOBi'schen partiellen Differential- 
gleichung. Als yy^-Coordinaten'' kann man je nach den TTmetändeo 
entweder die y^ und y, oder die x^ und x^ benutzen. Im Torigen 
Falle hat man die Differentialgleichung 

zu betrachten. Da / und y^ nicht in F vorkommen , so kann masi 
das Integral in folgender Form ansetzen 

(8*) r^Ct+u^y^+W{y^), 

wo ^(y^) aus der Gleichung 

(8-) ^K-f'«.)-^ 

ZU bestimmen ist Hat man ein Integral dieser Gleichung 

mit der Integrationsconstante a^ gefunden, so erhält man die 
Coordinaten aus den Gleichungen 



(9) 



D _ dC ., dW BW 

n sc., ,dlV 



Aus (1*) und (8*) ist ersichtlich, dass — von den singulärea 
Werthen der Gonstante C abgesehen — dWxdy^ eine periodische 
Function yon y ist, und dass W die Form 
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hat Hier bezeichnet 3^ eine gewisse Function von ce^ nnd Cl 
Nun ist aber die Wahl der Integrationsconstante «r^ willkürUch; 
wählt man sie gleich B^^ so nehmen die Gleichungen (9) folgende 
einfache Form an: 

(10) 



(lO*) 



I 



*i « «1 + 2^iB^cosiy^, 



Xj « a^ . 



Einen analytischen Ansdmck ftr die (ToSfßcienten £^ findet 
man leicht Man hat thatsächlich 



(11) 



9t 

i^i --^ / *i cos lyi rfyj , 



wo der Werth Ton x^ aus der Gleichung 



einzusetzen ist Für i » hat man 



n 

(11*) i?„ - «, - i- J,^ rfy, , 



durch welche Relation o^^ dp, und C mit einander yerbunden sind. 
Das DsLAXTNAT'sche Problem ist hiermit, wenigstens f&r nicht- 
singuläre Werthe Ton C^ vollständig gelöst 

Würde man x^ ui^d x^ als „j-Coordinaten'' benutzen , was in 
diesem Probleme im Allgemeinen yorzuziehen ist, so gestaltet 
sich die Lösung folgendermassen: 
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Die HAHUiTOK-JAOOBi'sche Differentialgleichang nimiiit die Form 



(12) 



ö'^' , v( ÖF'\ ^ 



an, und folglich können wir 

setzen, wo (f eine willkürliche Function von x, bezeichnet und IT 
ans der Gleichung 

(12*) "^ ^^' 



4-'«'^ — ^ 



bestimmt wird. Wir wählen am einfachsten ^ [x^ = x, , so dass 



(12**) 



r«C'/ + a,'x, + r' 



ist. Die Gleichung (12*) hat nach (1*) die Form 



(18) 



*(^i,^s) + 2^*C08i^ 



-er 



Wir denken uns diese Gleichung nach dH^idx^ aufgelöst, so 
dass man hat: 



(14) 



dxi 



^(*i>*fi O' 



WO cc^' eine vorläufig unbestimmte Function yon C und ir, bezeichnet 
Die Integrale der Gleichungen (1) werden nunmehr aus den 
Relationen 



(14*) 



bestimmt. 



y/- 



y.= 



yi 



yi = 





=s 




^+ da," 




= 


*,, 




dW 








dxi 


y 






dC 


/ J 


L//'. 


dW 



dx^ 



dx^ 
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Die Form der Lösting ist nicht so leicht zu übersehen wie im 
irorigen Falle. Wir können indessen die obigen Gleichungen ver- 
einfachen. Zuerst wollen wir zeigen, wie man die G-rösse cc^' in 
solcher Weise wählen kann, dass die mittleren Bewegungen der 
beiden Winkelgrössen y^ und y, mit bezw. 

'^' und '<'' 



zusammenfallen. 

Aus dem Integrale 

ist ersichtlich, dass x^ unrerändert bleibt, wenn y^ mit 2n w&chst. 
Die mittlere Bewegung von y^ ist also gleich 2 n dividirt durch die 
Periode von x^. Diese lässt sich aber aus der Gleichung 

BC' , , dW 



Ott/' ' '1 d<H' 

bestimmen. Ist nämlich r, der Minimalwerth von z^ und r^ sein 
Mazimalwerth, so hat man nach (14) 

•i 

da man das Recht hat, die eine Grenze des Integrals beliebig zu 
wählen. Folglich wird 






da. 



wenn die Integrationsconstante y^' so gewählt wird, dass 



-4^'^r,:o 



wird für x^ =■ r,. 
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Nexmt man 27 die Periode Yon x^, so hat man offenbar 



(15) 









rdx^ 



Die rechte Seite dieser Gleichung lässt sich als die partielle 
AbleituDg einer gewissen Function yon c^' und x, darstellen« Setzt 
man für den Augenblick 

80 ist 



Das letzte Glied in diesem Ausdrucke yerschwindet nach den 
gemachten Voraussetzungen, weil ü^, » ist. Andererseits ist 
K. s Uy und man hat also 



dQ 








dc4' ~ 


nj a<"'i 


T 


ao,' 


und ebenfalls 




r« 






« 


dQ 

dx, ^ 


n J dx, 1 

••- 


+ 


a«, 


Setzt man 


also 








(16) 


Qi- 


■i/^-".- 


•»•l- 


► 


SO ist 




fk 







(16*) 



ao. 


" 




OK 

aot' 


rfxj, 


dXf 


- 


if 


dis: 


l/jTj . 
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Wir können folglich die Gleichung (16) in der Form 



9C' „ _ aoi 



(17) _^r-«^^ 

schreiben. 

Wird die mittlere Bewegung der Grösse y^ mit n^ bezeichnet^ 
so ist 





n 


und also nach (17) 




(17*) 


^ SQi _ 90' 



Wir wollen jetzt einen Ausdruck ftlr die mittlere Bewegung n, 
der Orösse y, aufsuchen. Zu diesem Zweck suchen wir zuerst das 
mit t multiplicirte Glied in dJF'zdx^ au£ 

Man hat 

BW Cd^j Cl^^rff 

dx, " j ö«,'''i " j dx^ dt ^^' 



wo t^ den Werth von t bezeichnet für x^ =* »'s- 

Nun ist dKidx^ eine periodische Function in Hj^ + Cj — wo 
unter c^ eine gewisse Gonstante bezeichnet wird — , so dass man 
für den Coefficienten von t rechter Seite in der obigen Gleichung 
nach dem FouniEB'schen Theorem den Werth 



n 



n J dx^ dt ^1' n J doe^ * ^o«, 
r, 

erhält Also ist 

^^^) '^^T^ + '^T^' 

Die Formeln (17*) und (18) sind allgemein gültig. Besonders 
einiache Werthe erhalten diese Grössen, wenn cc^' mit Q^ zusammen- 
fallen sollte. Dann hat man 

CEABun, Moobanik das mmiBelf. Ü. 25 



386 Ueher die Form d/gr Jfdegrais im Prahlern der drei SSrper. 






1, 



und also 



(19) 



w, - 



BC 







Würde dagegen a^ mit C zusammenfallen, so würde man 
erhalten 









Lässt man a mit Q^ zusammenfallen, in welchem FaJle wir 
die Gleichungen (19) erhalten haben, können wir beweisen, dass 
ct^ ^-^ tt^ ist 

Man hat in der That 



n 

«1 =^j'i^yx- 



Durch theilweise Integration erhält man aber 



n n Tx 



n 



und da 



(*i)« = »-i; (yi)«««; (yi)o«o 



und ausserdem nach (14*) 






ist^ 80 erhält man somit 

(20) «i' - - «, 
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Da nach (8**) und (12*) noch die Belation 

besteht, eo hat man 

dC 



«3 



dC 



mit den Formeln (10) übereinstimmend. 

Die Berechnung der analytischen Ausdrücke für die Coordi- 
naten im DELAUiTAT'schen Problem stellt sich offenbar, reia mathe- 
matisch genommen, yiel einüetcher und übersichtlicher , wenn man 
y^ imd y, als ,,^Goordinaten^ annimmt, als wenn man x^ und x^ 
als solche benutzt. Indessen ist die letztere Wahl, wie schon ge- 
sagt worden ist, in praktischer Hinsicht vorzuziehen. Die Ursache 
hierron ist, dass man im Ausdrucke (1*) f ür ^ im Allgemeinen nur 
wenige Glieder in der Summe mitzunehmen braucht, ja dass öfters 
ein einziges Glied eine gute Annäherung geben kann. Die Folge 
hierron ist, dass die Auflösung der Gleichung (8**) in Bezug auf 
dfFidy^ sich im Allgemeinen viel schwieriger gestaltet, als die 
Berechnung Ton dW:dx^ aus der Gleichung (12*). Indem es im 
letzteren Falle öfters genügend ist, eine Gleichung ersten oder 
zweiten Grades aufzulösen, muss man in (8**)^ um dieselbe Genauig- 
keit zu erreichen, eine Gleichung wenigstens des vierten Grades in 
Betracht ziehen. 

Die weitere Verfolgung der Lösung geschieht folgendermassen: 

Man wählt ci^ » Q^ und erhält aus 

in bekannter Weise x^ als eine periodische Function von 

Die zweite Gleichung (14*) giebt 

x^ =3 Y^ n Constans. 

25* 
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Die dritte und yierte Gleichung giebt unter Anwendung tod 
(14) y^ und y^ als Integrale über bekannte Functionen yon x, , die 
man in FouBiBB'sche Reihen nach Vielfachen des Argumentes (21) 
entwickeln kann. Man erh&lt somit y^ und y, als Functionen der Zeit 

Wir werden in einem folgenden Paragraphen Gelegenheit haben, 
dies Verfahren näher zu beleuchten. 



§ 5. Ueber die Commensurabllitäten niedrigen Grades. 

Sind die mittleren Bewegungen n und n' zweier Planeten nahe 
commensurabel, so dass genäliert 

ist, wo p und q ganze Zahlen bezeichnen, die zu einander relatiT 
prim sind, so entstehen, wie wir in VI § 4 gesehen haben, grosse 
Störungen in den Coordinaten der Planeten, deren Studium mit 
bedeutenden Schwierigkeiten verbunden ist. Den absoluten Betrag 
der Differenz q ^ p nennen wir den Gr<id der Gommensurabilitat 
Wird ein Glied, das in den Störungen erster Ordnung das Argument 

(;? n — y n') f + Constans 

hat, aus der Störungsfunction herausgenommen, kann man mit 
Hilfe des DELAUKAY'schen Problems ein angenähertes Studium der 
Bewegung vornehmen. Die diesbezüglichen Untersuchungen sollen 
Gegenstand der Betrachtungen dieses und des nächsten Paragraphen 
ausmachen. 

Ich fange mit den Commensurabllitäten niedrigen Grades an. 
Bei vielen der kleinen Planeten kann man durch Betrachtung eines 
solchen Gliedes, imter Hinzunahme der secularen Störungen — 
welche das DELAüNAY'sche Problem erlaubt gkichzeititf in Betracht 
zu ziehen — zu einer sehr angenäherten Eenntniss der Bahn des 
Planeten gelangen. Eine solche Untersuchung hat auch ihr grosses 
theoretisches Interesse, da sie eine Ahnung giebt von den grossen 
Schwierigkeiten, die man zu überwinden hat, um zu der aUgemeinen 
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Ldsimg des DreikOrper- Problems za gelangen. Die Betrachtung 
der Commensorabilitäten höheren Grades ist von nicht geringerem 
Interesse fbr diese Frage. 

Indem wir nns immer noch, um die principieUen Gesichts- 
punkte hervorheben zu können, auf das asteroidische Dreikörper- 
Problem in der Ebene beschränken, nehmen wir aus dem Ausdrucke 
fbr die Störnngsfunction — Gleichung (8) des dritten Paragraphen 

— folgende Glieder heraus: 

1) Die in F^ enthaltenen Glieder nullter Ordnung in Bezug auf 
die Masse — also in den Coordinaten x^^ x^, y^, y, des vorigen 
Paragraphen ausgedrückt 

2) Die feetdaren Glieder^ die wir mit [F] bezeichnen. Diese 
sind nach dem Ausdrucke f&r P^l^ im dritten Paragraphen 

(2) [F] « ^[|^<»> + (^^J^+^^JOaH (-^<J>-.^;>+8^^J>+ 8^<:)«*]. 

8) Diejenigen Glieder in F^ welche ein bestimmtes Argument p 

— wo y eine lineare Function von y^ und y, ist mit ganzzahligen 
Coef&cienten — und seine Vielfachen enthalten. Wir schreiben 
diese Glieder in der Form 

20<cosiy, 
wo 

ff ^'iVi -'%!/% 

und G^, G^f G^j ... bekannte Functionen von x^ und x, sind. Die 
Grössen s^ und s^ bezeichnen beliebige ganze Zahlen. 

Indem wir 

(3) Ä = i^o + [^ + 2ff*«>sty 

setzen, sind wir also zur Betrachtung der Gleichungen 
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d^__aÄ dy^ dB 

. dfdy,' dt"^ d*,' 

di dy, ' d/ dx^ 

geführt 

Diese Gleichungen sind Ton der Form, die wir in § 4 f&r das 
DsLAUVAT^Bche Problem Toransgesetzt haben, oder können wenig8teD8 
durch eine lineare Transformation der Coordinaten auf diese Form 
gebracht werden. Wir können auch die im genannten Paragraphen 
gemachten Untersuchungen hier direct anwenden. 

Statt vom Orade 1 7 — Z' | einer Commensurabilität zu sprechen, 
sagt man auch, dass die (Commensurabilität vom Typus p:q ist E& 
ist zu bemerken, dass das entsprechende periodische Glied in F 
immer vom Grade \q —pl in Bezug auf die Excentricitäten und 
die Neigungen ist 

Um die Ausdrucksweise zu prädsiren, nehmen wir jetzt an, 
dass es sich um die Commensurabilitäten vom Typus 1/3 handelt 
Das entsprechende periodische Hauptglied in (3) ist dann Tom 
zweiten Grade in Bezug auf die EzcentridtiLt. Aus der Formel (8] 
des dritten Paragraphen erhalten wir Üi s ^2 und 1 » 3: 






Weiter erhält man f&r « « 4 und i « 6: 



(4*) /ttP<J» = (?, = ju(157 J^*> + ^^A'\' + 37^^;> + 9 J<J> + J^J»)«*. 



Für das Argument y erhält man den Werth 
(5) ^ = 3y,-2(y,+y,) = yj-2y, 

oder nach den Formeln (6^ des dritten Paragraphen 



I 
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Wir f&hren jetzt mittelst der linearen Transformation 



^--iyi+yi-- 


-i9> 


^=yi» 




*i--i4 + ^» 




», - ^, , 





statt Xj, x^f y^j y^ die neuen Coordinaten A^^ A^^X^jX^ ein. Nach 
§ 1 sind diese Coordinaten auch canonisch. Wir haben also 



(6) 



I 






oder in den oscolirenden Elementen ausgedrilckt 



f6*1 \ 


A 


-Va(l- Vl^.>), 


Äj-i(8JV/-/- 


v* ) \ 


A 


-v«(i-iyi-^')> 


;i^«/ + ^-i\7^, 


und es 


ist 






(7) 


• 


[ dJ, dR 
dt ^ dl^' 

dA^ dR 
[ dt dl,' 


dii dR 

dt ö^/ 

dt "^ dA^' 


wo 








(7*) 




li^F, + [F] + '2G,cos2iX, 


ist 









Die Grössen /'oj [^ ™d ff, sind durch (1), (2), (4) und (4*) 
als Functionen von x^ und x, gegeben. Es erübrigt noch diese 
Grössen als Functionen von A^ und A^ darzustellen. 

Aus (6) erhält man 



(8) 



{ 



*i-^-iA; yi-^. 



A; 



yi-^+iV 
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80 dass man zuerst erhält: 



In Bezug auf [F] und 0^ empfiehlt sich nach den Potenzen 
von A^ zu entwickeln. 

Erstens bekommt man 



wo 

gesetzt worden ist 

Die Grössen J^ sind nach dem dritten Paragraphen durch 
die Formel 



^(0 ^ a^ 8^ 
\L, da' 

definirt und sind also EWctionen nur von Xy Man hat also 

BA^^ lA V öM('> 

^»(•<<. - i4) - ^» - M tI- + (?) i T^r + • • • 

WO in den Ausdrücken innerhalb der Klammem nach den Diffe- 
rentiationen x^ = A^ zu setzen ist 

Aus der Formel (9) des dritten Paragraphen leitet man aber 
leicht folgende Relationen ab: 
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so dasB 

(1 1) J»(^ - i A) - ^^'^ - 2e'« 4'> + B'^Jf + 4Äf) + ... 

ist, aus welcher Formel man leicht die entsprechenden Ausdrücke 
für A^[^, A<p, A^p, . . . ableiten kann. 

Da es hier nicht meine Absicht ist, die Commensurabilitäten 
vom Typus 1/3 vollständig zu untersuchen, sondern nur einige 
principielle Gesichtspunkte hervorzuheben, werde ich mich in der 
folgenden Untersuchung auf die Glieder zweiten Grades in [F] und 
G^ beschränken. Dagegen werden wir F^ unverändert behalten. 

Man hat also unter Berücksichtigung von (11) 

l + fA{\A^'' + A'\'b'^ + {^A''^ + 5A'\' + A'\')9'*cob2X^}. 

Da R von Ji^ unabhängig ist, hat man nach (7) 
(13) ^ = Constans. 

Die Grössen A^j^ sind also bei der Integration als Constanten 
zu betrachten. 

Zuerst sind die smgularen Werthe der IntegrationsconstanUn zu 
bestimmen. Diese erhält man nach § 2 durch Elimination von A^ 
und \ aus den Gleichungen: 

dB « ^^ 



dAi dli 



Die zwei letzteren Gleichungen lauten: 



a*) l|=o-^^3^4^^-iiNr+3^(^;+i:co82x,), 



(14») _|^=.0 = 2|UÄ-e'«8in2X,, 



894 Utber die Form dar bUitgraU im Probhm der drei Eoijier. 

wo man hat: 

(14*^ Z = v-^" + ^^V + -^S'- 

Die Gleichimg (14*) hat nor die Wurzeln A- ^{k^l, 2, 3, ..:, 

Ja 

Es ist zu bemerken, dass diese Schlassfolgenmg nicht imxaer, for 
Commensnrabilitäten niedrigen Grades , gilt, wenn man Glieder mit 
den Argumenten 4il, 6A n. s. w. mit berücksichtigt Eis können 

dann Singularitäten für andere Werthe als i » und iL = ^ anf- 

treten^ wie wir in § 4 gefunden baben. Im Besonderen gilt dies 
fOr Gommensurabilitäten yom Typus 1/2, 2/3 u. s. w., wo die 
charakteristischen Glieder vom Grade eins sind. 

Setzen wir die Werthe A => und Jt » -^ in (14) ein, so er- 

halten wir folgende Gleichungen zur Bestimmung der singnlären 

Werthe von A^: 

Die entsprechenden Werthe von C erhält man ans: 

(16) C^R^F, + [F] + nK»'', 
(16*) Cr^B = F„ + [F]-(iEe'. 

Die Gleichungen (15) nnd (15*) können direkt nach Jj auf- 
gelöst werden. Man erhält aas (15) 

(17) ^ _ I ^, „ ( 3 JV- -^ (^J> + £)Y''* 
und aus (15*) 

(17*) ^ _ I ^^ » ( 3iV- -^ {^'J> - Z))"*'* . 
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Diese Werthe f&r A^ soUen in (16) und (16*) eingesetzt werden« 
^Vir erhalten somit zwei Belationen zwischen A^ und Cj welche 
uns die zwei nngtäären Curven für den Typns 1/3 geben. 

Die Gleichungen für diese Gurren können also streng ab- 
geleitet werden. Es empfiehlt sich aber f&r die numerische Bech- 
nnng eine Entwickelung nach Potenzen von A^ zu benutzen. Bevor 
ich aber zu dieser Entwickelung übergehe, werde ich indessen 
einige Bemerkungen über die strenge Lösung der Gleichungen (7) 
einschieben. 

Nimmt man in [F] und G^ nur auf die Glieder zweiten Grades 
Rücksicht» so dass E Ton der Form (12) ist, so lässt sich ofienbar 
— nach (12) — die Gleichung für die Bahncurre in der Form 

schreiben. 

Werden die Zähler und Nenner rechter Seite dieses Aus- 
druckes bez. mit X und 7 bezeichnet, so findet man weiter, dass 
die Relation zwischen A^ und der Zeit Ton der Form 



.+ß.f 






ist Die Function unterhalb des Wurzelzeichens ist zwar Yom 
sechsten Grade, man kann aber doch in bekannter Weise die Be- 
wegung untersuchen, was hier noch dadurch erleichtert wird, dass 
das Polynom sechsten Grades in zwei Factoren dritten Grades auf- 
gelöst erscheint 

Wir wollen indessen diesen Weg nicht weiter yerfolgen, sondern 
statt dessen It nach Potenzen von A^^ entwickeln. Die Gleichungen 
(17) und (17*) zeigen, dass auf der singulären Curve Aj in der 
Nähe des Werthes (SiV)-'/! Hegt Es ist deswegen am dringendsten, 
solche Werthe Ton A^ in Betracht zu ziehen, die wenig Yon 
[3^)'Vl abweichen. Wir setzen demnach 
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und entwickeln B gleichzeitig nach Potenzen ron | und ./l^. Zur 
Abkürzung setzen wir noch 

(18*) z^:^xA,. 

Dann ist 

und folglich bis zu Gliedern zweiten Gerades in | und z incL 
Weiter hat man 






und 



«'*«—?— 
* i+{' 



so dass, unter Vernachlässigung von Gliedern von der Ordnung |^/f, 

G^ = 11 Kz 

ist Die Grössen Ä^ , ^<;>, J<;» und K sind für den Wert x^ « 1/* 
zu berechnen. 

Setzt man noch 

(19) fl=^^-f-iMr 
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so lautet die Gleichung ftr die Bahncunre 



2 



(20) ,y = - Jl + 8|«+ 3z> - 6|z + ^^{Ä^li+A<l^z+Kzcos2X,]. 



Die Form der Gurre hängt von den zwei Parametern | und tj 
ab. Die singulären Werthe erhält man wie Yoraus für Aj » und 
A| =: nl2, indem nach den Auseinandersetzungen in § 4 die Discri- 
minanten der Gleichungen 

aufsucht 

Diese Discriminanten lauten: 

(21) {6|-^M(^;'±^))'-12(-i,-|| + 3|«+^M<J'|). 



Die Glieder zweiten Grades in | heben einander gegenseitig 
auf^ so dass die singulären Werthe Ton | und fj geometrisch durch 
zwei gerade Linien dargestellt werden^ deren Gleichungen die Form 

haben. Nennt man die Discriminanten D^ und D^^ so hat diese 
Gleichung also die Form 

i>i«0 und i>,= 0. 

Wir setzen zur Abkürzung^ um für die numerische Rechnung 
bequemere Formeln zu erhalten, 



(22) 



1000 



(fl + *{-3|»-^i«^;'f). 



^• = i^/»j<j', 



T,, 2000 rr 



898 üebw die Form der Integrale im I¥<^l&m der drei Körper. 
und können also die Gleichong (20) in der Form 

(23) . fj' = 3000 r« + ;? [- 6000 1 + J,' + ä:' cos 2Ä^] 

schreiben. 

Ist die Masse /jl des störenden Körpers bekannt, so kann man 
für A^' und K' bestimmte numerische Werthe einsetzen. 

Wir nehmen an, dass es sich um die Jupiterstörungen handelt 

so dass 

1 



^ 



1047 



ist 

Man bekommt dann folgende Werthe f&r die hier Torkoninien- 
den liAPiiACB'schen Co^fficienten. Man hat 

X» - 3iV^= 3yr+7 = 3.00143, 
y^«i« 0.69325, 

woraus man a^ s 0.48060 bekommt, mit welchem Werth als 
Argument die LAPLAOE'schen Functionen aus den Tafeln Ton 
BuNEi^ folgende Werthe erhalten: 

iA'l'^+ 1.0667, ^«J^ = + 0.0777, 

^'J> « + 0.3099 , Ä'\^ « + 0.2531 , 

A^l' = + 0.2586 , ^<;> « + 0.3109 , 

^7 = + 0.1466 , ^<;> = + 0.2029 . 

Hieraus leitet man den Werth 

Jf = + 2.3924 
ab. 

Aus diesen Werthen erhält man 



^/«^^^<J> = + 0.2845, 
^,' = ^5^^';'« + 0.2378, 



r^^^K - + 2,1963, 
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und weiter nach (22) 
(22*) v' - 1000 fi + 1833,0488 1 - 3000 1« . 

Nennt man die singnl&re Corve, welche dem Werth A^ s 
entspricht, L^ und diejenige singoläre Corre, die man fär A^ » 91/2 
erhält, L^, bekommt man folgende Gleichungen f&r L^ und L^: 

Die sinfftdäre Curve L^ 

(24) 1000 1; = - 0.000 4935 - 1330.6152 1 . 

Die nngidare Curve L^ 
(24*) 1000 17 = - 0.000 3198 - 1335.0078 1 . 

Führt man die Grösse ff statt n ein, lauten diese Gleichungen. 
Für L^: 

17' - - 0.000 4936 + 2.4336 1 - 3000 1« . 

Für Z^i 

1/ = - 0.000 3198 - 1.9600 1 - 3000 {« . 

Die rechten Seiten sind genaue Quadrate, so dass man diese 
Gleichungen auch in folgender Form schreiben kann: 

( i. : - 17' = 3000 (I -^ 0.000 4056)« , 

(25) 

l i, : - 17' « 3000 (I + 0.000 3266)« . 

Durch die Grossen 17' und | ausgedrückt sind also die singu- 
lären Gurren zwei Parabeln mit parallelen Achsen, mit den 
Scheiteln bez. in den Punkten |= +0.0004056 und |b— 0003266. 
Wir werden im Folgenden yorziehen, uns auf die beiden geraden 
Linien (24) und (24*) zu beziehen. 

Diese beiden Ldnien schneiden sich im Punkte 

I = + 0.000 0395 , 
17 = - 0.053 0927 . 
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Um die Di£fereiitialgleichungen 

dJt dR dl, ÖÄ 

dt ^ dli' dt dA^ 

zu lösen, gehen wir von der HijaLTOK-jAOOBi'schen G-leichun^ 

(26) ff « 3000 z« + r [- 60001 +^' + r (5082^1 

aus. 

Ist 
(26*) JT - ^ Jarccos ^-- 3000.« + eooog.- ^-. ^ ^^ 

eine Lösung dieser Gleichung, wo rf als die Integrationsconstante 
betrachtet wird und nach (18*) 

dAy = — dz 



isty SO werden nach § 1 ^i und \ durch folgende Gleichungen als 
Functionen der Zeit gefunden: 

(27) ^ *= i arccos -^ ^7 — -^ =^ — » 



Setzt man 

Ij = Z'r - t/ + 8000 2* - 6000|r + A^z, 



(28) 



J3 « iT'z + V - 3000z» + 6000|z - Ä^z, 



so lautet die Gleichung (27*) 



wodurch z als Function der Zeit gegeben ist 
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Die Grenzen, zwischen denen die Grösse z schwankt, sind 
dnrch die Wurzeln der Gleichungen 2^ » und X, a bestimmt 
Diese lassen sich mit Hilfe der Discriminanten D^ und D^ aus- 
drücken. Setzt man 

2)/ « iDj - ^17 + 0.0000001645 + 0.443 5384|, 

A' - i A ==■ i^ + 0.000 000 1066 + 0.445 0029 { 

und schreibt man weiter 



x,^ 8000(z^e,)(z-e,), 

J^--8000(z-.(>3)(z -(,,), 



so hat man 



(29) 



94 



I - 0.000 4056 + 1^, 
I - 0.000 4056 - yj)^, 



i + 0.000 3265 + y^, 
I + 0.000 3265 - Y^' 



Die Discriminante D^' wechselt das Zeichen auf der Linie 1^, 
die Discriminante D^^ auf der Linie Z^. Ist D^' negatiy, so hat 
die Gleichung X^^ keine reelle Wurzel und X^ bleibt immer 
positiv. Ist D^' negativ^ so hat die Gleichung ^ = keine reelle 
Wurzel und X^ bleibt immer negativ. Da das Product X^X^ nicht 
negativ sein darf, so findet man, dass solche Werthe Ton | und i/ 
nicht Yorkommen dürfen, ftbr welche D^ und D^ gleiehzeiäg 
negativ sind. 

Die beiden geraden Linien L^ und L^ theilen die reelle 
|i7-Ebene in vier Gebiete, die wir mit G^^ G^y G^ und G^ be- 
zeichnen, und zwar so, dass man hat 

in G^x'A positiv, D^ negativ, 
n G^:D^ „ , D, positiv, 
„ (?,:i>j negativ, 2>, „ , 
Ö^i^A „ , D^ negativ. ' 



CvuxuMB, MedumUc des HlmiMls. II. 
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Das Ghebiet G^ ist „yerbotenes^ Oebiet» ds die 
gleichungen keine reelle Lösung gestatten, wenn der 
in diesem Gtebiete liegt 



:i, 




Fig. 22. 

In G^ sind die Wurzeln g^ und q^ imaginär, so dass hier J^ 
immer negativ bleibt Folglich mnss ^ auch immer negatir 
bleiben, wozu erforderlich ist, dass z zwischen den Wurzeln p^ 
und Qj^ schwankt Hier kann offenbar niemals 21^ gleich 180^ sein, 
sondern die Winkelgrösse i^ schwankt pendelartig um den WerÜi 
A^ SB 0. Man hat also im Gebiete G^^ Zibraäon in \ um A^ » 0. 

In (r, sind alle Wurzeln q^^ q^^ q^, q^ reelL Hier müssen 
also entweder X^ und Xg gleichzeitig beide positiv oder beide negatio 
sein. Die Grösse z schwankt zwischen einer der Wurzeln g^ oder 
Q^ und einer der Wurzeln g^ oder g^. Welche von diesen Wurzeb 
die Grenzen von z bestimmen, hängt von deren numerischen Grösse 
ab. Die Winkelgrösse i^ wächst hier mit der Zeit ins Unendliche. 

Elndlich sind in G^ die Wurzeln g^ und g^ imaginär, so dass 
Xy immer positiv bleibt Folglich muss auch J, immer posiÜT 
sein, wozu erforderlich ist, dass z zwischen den Grenzen g^ und Q^ 
schwankt. Die Grösse 2A^ kann hier niemals gleich 0^ seio; 
sondern schwankt pendelartig um den Werth 2Aj «s 180^. Man hat 
-' - hn Gebiete G^ Libration in X^ um den Werth 21^ » 180^. 
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Um die oben skizzirten Bewegungsyerhfiltnisse zu beleuchten, 
werde ich die Berechnung der Wurzebi für einen bestimmten 
numerischen Fall durchflihren. 

Ich setze 

I - + 0.001 

und erhalte dann die Discriminante aus den Formeln 

D/ « J ,7 + 0.000 443 7029 , 
i>/ = |,; + 0.000 445 1095. 

Ich ertheile nun der Grösse ij yerschiedene Werthe zwischen 
+ 0.003 und -0.001335 3295, welcher letztere Werth auf der 
Grenze zum ,,Terbotenen<' Gebiete (G^) liegt, und erhalte aus (29) 
folgende Werthe für die Wurzeln: 

i7 ^1 (h Qt Qa 

1) + 0.001 + 0.088 5905 - 0.087 4017 + 0.089 8411 - 0.086 6880 , 

2) - 0.000 2 + 0.016 2054 - 0.015 0166 + 0.016 9825 - 0.014 8295 , 
8) - 0.000 4480 + 0.001 4811 - 0.000 2428 + 0.002 7756 - 0.000 1226 , 

4) - 0.000 44885 4- 0.001 1885 + 0.000 00085 + 0.002 6580 ± 0.000 0000 , 

5) - 0.000 44870 + 0.000 5944 + 0.000 5944 + 0.002 5125 + 0.000 1405 , 

6) - 0.000 44440 imaginär imaginftr + 0.002 1688 + 0.000 4842 , 

7) - 0.000 44511 ,, „ + 0.001 3265 + 0.001 8265 . 

Die Punkte 1), 2), 3) und 4) liegen im Gebiete G^. Der 
Punkt 5) liegt auf X^, also auf dem üebergang zum Gebiete &,. 
Punkt 6) liegt im Gebiete G^ und endlich liegt Punkt 7) auf X, 
an der Grenze zum „verbotenen'' Gebiete G^. 

In den Fällen 1), 2) und 3) oscillirt x periodisch zwischen q^ 
und Qy Die Winkelgrösse X^ wächst mit der Zeit ins unendliche. 

Für 1 17 » - 0.000 44335 und überhaupt für alle solchen 
^-Werthe, die zwischen diesem Werthe und dem Werthe 
|i7 es _ 0.000 44370 liegen, treten eigenthümliche Bew^gungs- 
yerhältnisse au£ Es können nämlich hier zwei verschiedene Bahn- 
formen auftreten: entweder oscillirt z zwischen g^ und q^ oder 

26* 
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zwischen ^^ und q^. IHe Coardinaten sind also niekt mndentige Func* 
tionen der Inteffratiomconstanien | tmd tj. 

Für |i7 = - 0.000 44S70 tritt Limitation an! Dies kaim aooh 
in zweierlei Weise geschehen. Die Grösse z nähert sich dem 
Grenzwerth + 0.000 5944 entweder Ton kleineren z - Werthen, 
welche die untere Grenze z s-f 0.000 1405 haben ^ oder von 
solchen ^r-Werthen ausgehend, die grösser als der Grenzwerth 
und kleiner als +0.002 5125 sind. 

Im Falle 6) oscillirt z zwischen q^ und q^. Die Winkel- 
grösse 2\ kann hier niemals gleich Null sein, sondern oscillirt um 
den Werth IbO^. Hier tritt also Libration in X^ auf. Dies findet 
statt fftr alle Werthe von ^, die zwischen |iy «— 0.000 44870 und 
j-fy =s — 0.44511 liegen. 

Endlich nimmt im Falle 7) z den constanten Werth +0.001 S265 
an, was für ^rj = — 0.00044511 eintritt. Für i?* Werthe unterhalb 
dieser Grenze sind keine reellen Bewegungen möglich. 

Die Wurzelgrössen q^, q^j q^j q^ geben die Punkte der Bahn- 
curve, welche den Werthen 21^ =0 und 2A^ » 180^ entsprechen. 
Um noch zwei Punkte der Bahncurve zu erhalten, werden wir aus- 
(26) den Werth der Grösse z berechnen, welcher dem Werthe 

Jj' + iT' 008 2^1 «0 

Air Ai entspricht Die numerischen Werthe von A^' und K' hier 
eingesetzt, geben 2Xy^± 96<'.20. 

Die entsprechenden Werthe Ton z sind nach (26) und (22*^ 



i±l/r 



+ 



8000 

-|±Vi'7 + ü.4443496f. 

Wir erbalten also in den drei Fällen 9), 4} and 5) 

3) Zj = + 0.002 162, z, » negativ, 

4) Zj » + 0.002000, z, » „ , 

5) Zj « + 0.001 80B , zj « 4- 0.000 194 



■ 

M 
■ 



sjmm-— m 



pä\^[ QJifc^^BWlBaluicarTeD 3) bia 7) 

lfS?J^C^09 ISTvi ^)> welche innerhalb 

^^^ I||!$|fiii|| sich in diaser Scala 

ggf^g^lKJl^^ngliMirt gezeichnet Wenn 

'Bii^Sf-^SWiM'' h) auf einer der 

^jM-B^SlatttiCKfliguder Zeit oobegrenzt 

|^^^H^||&i9|SF^fl!«vB'.hu in endlicher Zeit 





als 0.0000895 (die 

[<^ und X,), so er&hren 

Aenderang, als non- 

■rvlü^^i = 180", Bondem am 



^^' 
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Die erhaltenen Zahlen werden yerständlicher, wenn wir mh 
Hilfe der erhaltenen Grenzwerihe f&r z die entsprechenden Ghienz- 
werthe der oscuUrenden miiäeren Bewegungen des kleinen Planetcs 
berechnen. Für die oBcnlirende mittlere Bewegung — n — hat 
man die Gleichung 

1 i_ 

oder nach (8), (18) und (18*) 

Drückt man N in gewöhnlichen astronomischen Einheiten ans 
nnd nimmt man als störenden Planeten Jupiter an, so hat man 

JV^=299".12886, 

und also ist — für | » 0.001 — 

n « 89r.69292 + ^2692'M5524. 

Hieraus leitet man folgende Grenzwerthe f&r die oscnlirenden 
mittleren Bewegungen in den Fällen 1) bis 7) ab. 

Grenzwerthe für die osculirenden 
mittleren Bewegungen der kleinen Planeten vom Tgpue 1/3 

für | = + 0.001: 



1) 


998.5S45 


— - 


1000.6052 


— 


2) 


938.8203 


— 


940.4124 


— 


8) 


898.5456 


— 


902.1652 


— 


4) 


897.8925 


894.7028 


901.9352 


894.6929 


5) 


896.2931 


896.2981 


901.4569 


895.0711 


6) 


— 


— 


900.5816 


895.9964 


1) 


— 


— 


898.2640 


898.2640 
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Man sieht aus dieser Tafel immittelbar, dass die oeculirenden 
mittleren Bewegungen eines kleinen Planeten jeden beliebigen Werth 
haben können. Für | iT-Werthe; die sich auf der singulären Giure Z^ 
befinden, nähert sieh — wenigstens für { « + 0.001 — die oscn- 
lirende mittlere Bewegung einem Werth, den wir mit v^ bezeichnen 
wollen, so dass 

(81) iTj = 896".2931 

ist Im Punkte 7) hat die osculirende mittlere Bewegung den Werth 
(31*) ^3 = 898".2640 . 

Findet libration in X^ statt, so oscillirt die osculirende mittlere 
Bewegung zwischen zwei Grenzen, von denen die eine Ueiner als 
p^f die andere grösser als v^ ist 

Hat man es mit einer Bahncurve [z. B. 4)] innerhalb der 
kleineren Limitationsschleife zu thun, so liegen die Werthe der 
osculirenden mittleren Bewegungen unterhalb v^. 

Die obigen Schlussfolgerungen gelten vorläufig nur f&r den 
Werth I = + 0.001. Man kann aber leicht einige der wichtigsten 
auf alle Werthe Ton | yerallgemeinem. 

Man kann m der That beweisen, dass m allen Pnnkten auf der 
Linie X^ die osculirende mittlere Bewegung sieh dem durch die 
Gleichung (31) definirten Werth v^ unbegrenzt nähert 

Weiter können wir beweisen, dass m allen Punkten auf der 
Linie L^ die osculirende mittlere Bewegung den durch (3f) definirten 
Werth v^ besitzt 

Liegt nämlich der Punkt (|, 17) auf Z^, so nähert sich nach 
(29) z dem Werth 

1-0.0004056. 

Diesem Werth von z entspricht aber nach (30) ein constanter 
Werth Ton n, nämlich 

** = (1+0.0004066)* ^ 896".2931 = v^ . 
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In ähnlicher Weise findet man — weil in n nur die IHffertnz 
zwischen z nnd | vorkommt — , dass auf Z, die oscnlirende 
mittlere Bewegung den Werth v^ besitzt 

Sehen wir von den Bahncorren ab, welche innerhalb der 
kleineren Idmitationsschleife fallen, so sehen wir, dass im Ge- 
biete (?2 die oeculirenden mittleren Bewegungen grösser als v^ sind, 
und würden wir eine ähnliche Untersuchung filr negative f-Werthe 
(oder strenger für |< 0.000 0395) vornehmen, so würden wir 
finden, dass die osculirenden mittleren Bewegungen ansserhalb 
des Librationsgebietes dann kleiner als v^ sind. Findet dagegen 
Libration statt, so oscillirt die oscnlirende mittlere Bew^ong 
zwischen zwei Grenzen, von denen die eine — die obere Grenze — 
immer grösser als r, ist^ wogegen die untere Grenze immer kleiner 
als f^3 ist; sie kann aber, je nach den Umständen, grösser oder 
kleiner als v^ sein. Dieser umstand zeigt also^ dass infolge der 
Cammensurabüität keine Luche in den oseuUrenden mittleren Be-^ 
wegungen auftritt. Dasselbe muss also auch von den osculirenden 
halben grossen Achsen der Planetenbahnen gelten. Da die Planeten- 
elemente, die in astronomischen Ephemeriden publicirt sind, fast 
ausschließlich oscnlirende EHemente sind, so findet man also, dass 
die Lücken, die man im Ring der kleinen Planeten gefunden hat 
und die gerade da auftreten, wo die osculirenden mittleren Be- 
wegungen der Planeten zwei Mal und drei Mal grösser als die 
mittlere Bewegung Jupiters sind, nicht etwa dadurch erklärt werden 
können, dass solche osculirenden Elemente der kleinen Flaneten 
möglicherweise vom theoretischen Gesichtspunkte unmöglich sein sollten,^ 
Dies hindert aber nicht, dass die Erklärung dieser eigenthümlichen 
Lücken mit den Discontinuitätspunkten des DELAUKAY'schen Pro- 
blems in Zusammenhang stehen kann. 

Wie verhalten sich die wahren mittleren Bewegungen in den 
Gebieten G^, G, und (?g? Um dies zu beantworten, wollen wir 



^ Dies ist Übrigens schon daraoB selbstventfindÜch, dass man lich ji 
einen Planeten denken kann, der in einem bestimmten AugenbUeke eine ge- 
gebene Ellipse beschreibt, wie diese Ellipse auch aussieht. Die oseulirmdm 
Elemente können alle beliebig gewählt werden. 
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zuerst den Begriff der wahren mittleren Bewegung etwas näher be- 
leuchten. 

Die Oleichnng (28*) zeigte dass z — yon den singolären Linien 
X^ nnd Z^ abgesehen — eine periodische Function der Zeit ist. 
Wir nennen die Periode 2T^ und setzen 

TT 

Dann finden wir aus der Oleichung (27), dass auch di^idt eine 
periodische Function mit derselben Periode ist Folglich können 
wir schreiben 

2*1 -njr+Cj +'^a^BUii{n^t + c^). 

Weiter hat man nach (7) 

dl, dB 



di dA^ 

und die rechte Seite ist eine Potenzreihe in z, die auch als eine 
periodische Function der Zeit mit der Periode 2T^ ausgedrückt 
werden kann. Folglich hat man 

i, ^ n^t + c^ + ^b^siai{n^t + c{j. 

Die Grössen n^ und n, sind die mittleren Bewegungen von 
bez, 22i und A,. 

Setzt man diese Formeln in die Gleichung (6*) ein, so erhält 
man die mittlere Länge l + n und die Perihellänge n als Func* 
tionen der Zeit dargestellt Man bekommt aus (6^ 

/ + «= l^+Nt - (n, + JV)^ + c, +2**8ini(iH^ + Ci), 

J)ie wahre mitäere Bewegung eines kleinen Planeten^ die wir 
mit n^ bezeichnen wollen, hat also den Wertfa 
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(82) n^^n^ + If 

und für die mOÜere Bewegung des PeriheU hat man den Ausdruck 

Wird der mittlere Werth einer Function durch Einldaxomem 
bezeichnet, so hat man nach (7) 



(33) 






Will man den Weiih von n, f&r Punkte inneilialb des 
Librationsgebietes G, berechnen, so Terf&hrt man am einfachsten 
in folgender Weise: 

Man hat nach (6) 

oÄ « oR ^^ üR 

dR ^ dB 

und also 



dA^ dAi dx^ 

Innerhalb der Gebiete G^ und G^ hat man aber n^ = 0, folg- 
lich auch 

im-"- 

so dass also hier 

"*' [lä-^[4ll 

ist. 

Die rechte Seite ist aber verhältnissmftssig leicht zu bilden. 
Aus (1), (2) und (4) erhält man 
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(35) ^ ^^ ^«.^ > « T^ 



Die yernachl&ssigten Glieder sind alle mit einer positiven 
Potenz von a' nnd mit der Masse /a mnltiplicirt Um den Mittel- 
werth der rechten Seite dieses Aasdmckes zu berechnen , ist in 
erster Linie nothwendig, den Mittelwerth von cos2>l| kennen zu 
lernen. Im Gebiete 63 ist il^ eine periodische Function von tj die 
wir in der Form 

i^ - 180^ + 2<^<^«K' + ^«) 
schreiben können. Man hat also in diesem Gebiete 



99 
[cos2Äi] - ^JcoB2X,d{n^t + e^). 



Indem n, ^ + c, Ton bis ^ wächst, schwankt z zwischen q^ 
und Q^j so dass nach (28*) 



[cos2A,]-^^.^ ' 



1 fi| 1 r Xf ^ Xi dz 
7 dO n j Xf + X^ V^^ 



«« 



Man hat aber nach (28*) offenbar 



BD dass 
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Um diese Integnde in berechnen, werde ich die Integimtion der 
Gleichung (28*) £&r den Librationafiftli aosfÜhreiL 

Die Wnneln ^ und ^ sind imagin&r. Setzt man 

^i + « - f^, 

80 hat man 

a •> f - 0.000 4056 , 



(87) j 



Das Integral der Gleichong (28*) lautet dann 



^^ g4 + ei*t +(- g4 + g,At)cn« 
1 +Ä| +(- 1 + Äi)cni« ' 



wo hl und u folgende Bedeutungen haben. 

Wir f&hren die Hilfswinkel ^^ und tp^ durch die Formeln 



tgVi--?^, 1«9«-*^ 



ein. Dann ist 



(88) , cosy, , |/ (g4 " «)' + <^ 

^ cos9>, K(et-«)" + /^ 

und 

(88*) j? - 8000 K-||- j^((^4-«)' + /3^((«.-«)' + (»^ 

und 

(88**) u^gt-^ Constans. 



Der Modul — Ä; — der elliptischen Function cn« ist 

*- |8in^(9, - 9>i)|. 
Hieraus leitet man die folgenden Ausdrücke f&r X^ und X^ ab 

[1 + Äj + (- 1 + Äx)cntt] X^ - 12000 ((^4 - o)« + j9^(l - A^'sn*«) , 
[1 +Äi +(- 1 +Äi)cnM]^- 8000 Äx(^ -^4)«sn««, 
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and «ndlieh ist 

d» du 



yxTX, »000 1/((^^ - „). + ^ ((^ - «)• + |9*) 

Mittelst dieser Fonneln kann das Integral (36) berechnet 
werden. Es ist indessen nicht nothwendig, diese Berechnungen 
auszuführen, um eine Uebersicht der Veränderungen der wahren 
mittleren Bewegung zu erhalten. Erstens ist ersichtlich^ dass der 
mittlere Werth Yon [cos 2X^'] höchstens gleich + 1 und mindestens 
gleich — 1 ist Diese Grenzen werden auch in der That erreicht^ 
oder wenigstens kommt man ihnen beliebig nahe. Dies geschieht 
nämlich in der unmittelbaren Nähe der beiden singulären Linien 
L^ und Ly Folglich muss innerhalb des Gebietes 0^ die wahre 
mittlere Bewegung n^ zwischen den beiden Gh-enzen 



(39) i/J> = 3iyr+ -^(- ^<J> - ^<J> - A') 

und 

(39*) |/j> « 3 JV + -^ (- Ä'\' - Ä'\' + K) 



schwanken, wo die vernachlässigten Glieder mit | und der störenden 
Masse multiplicirt sind und also verhältnissmässig klein sind 

Werden die numerischen Werthe eingesetzt, so findet man 



(39^ { 



*•;> - 898".186 . 



Die beiden Grenzen fttr n, innerhalb des Gebietes &, fiillen 
also nicht mit Vj und y, zosammen. Man findet in der lliat, dass 

»j - ,<J) - », - »«J» - + 0".128 . 
Die Differenz v,— Vj ist also gleich der Differenz v'J' — y**. 
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Wie verhält sich die wahre mittlere Bewegung beim üeber- 
gang über die singolären Linien Z^^ nnd L^? um dies zu ent- 
scheiden^ wollen wir einen angenäherten Ausdruck fiLr die wahre 
mittlere Bewegung im Gebiete G^ aufisuchen. Man hat nach (32) 
und (88) 



Es ist aber 



und man hat 



B~F^ + [F] + 0^cofi2k^, 



dF. 



'-~-4j+^ «+-Ä^. 



wo n die osculirende mittlere Bewegung bezeichnet Weiter ist 
genähert 

Was den mittleren Werth von 

G^coh21^ 

betrifiFt^ so ist er — innerhalb des Gebietes 6^ — bis auf Glieder 
vom zweiten Grade der Ezcentricität und yon der zweiten Ordnung 
der Masse gleich Nuli,^ also hat man genähert 

= [n]-0'M28, 

wo [n] den Mittelwerth der osculirenden mittleren Bewegungen 
bezeichnet Von diesem Mittelwerth weiss man, dass er auf 



^ In der unmittelbaren Nähe von Li ist zwar die Grösse [(?, co8 2ilj] nur 
von der ersten Ordnung der Masse; sie bleibt aber vom zweiten Grade der 
Excentricitftt, und also klein im VerhftltniB zu den hier mitgenommenen 
Gliedern. 
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Zj gleich 896^2981 (» trj ist In der Nfihe von Z^ weicht auch 
[n] nicht viel von diesem Werth ab und folglich hat man im 
Oebiete 0^ nahe der singulären Linie Z^ 

n^^-896'M65«<>. 

Wir finden alsOi dass die wahre mittlere Bewegung beim 
Passiren der singul&ren Linie Z^ keinen Sprung macht, sondern 
continuirlich in die mittleren Bewegungen des Gebietes G^ über- 
gehen. 

Dies ist insofern überraschend, als die singulären Linien Z^ 
und Z^ in anderer Beziehung als DiseaniinuiiättUnien zu betrachten 
sind. Dies gilt n&mlich in Bezug auf die SehwankungsampUtude der 
Ezeenindtät 

Ln Qebiete G^ schwankt z (welche Grösse ja genähert gleich 
\e^ ist) zwischen q^ und q^, und die Schwankungsamplitude 

(-ei-Pi) ist 

(40) p, - p^ = + 0.000 7321 + yjD^ - V^. 

Im Gebiete (?, werden aber die Schwankungen Ton z von den 
Wurzeln p, und q^ begrenzt, und hier ist die Schwankungsamplitude 

(41) e,-P4-2y5;. 

Halten wir uns in unmittelbarer Nähe Ton Z^ , ist D^ — 
und folglich die Schwankungsamplitude 

im Gebiete ff,: + 0.000 7821 + ^ - a,, 
im Gebiete 6, : 2}^' = o, . 

Zieht man in Betracht, dass D^ sehr klein angenommen 
worden ist, so hat man hier genähert 

i>/ - - 0.0000000579 + 0.001 4646 1. 
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Beim Uebergang der Linie Z^ springt also die Schwaakiuigs- 
amplitade yom Werthe a^ zum Werthe o,. Fflr sehr kleine Werthe 
Yon I (die indessen grösser als 0.000 0896 sein mfiflsen) ist o, > o,. 
Für I =: + 0.000 4055 ist a, » o, . Für noch grössere Werthe von 
I ist immer o, > a,. 

Dieser Sprung in der Schwankungsamplitude; wenn die Inte- 
grationsconstanten die singulären Linien überschreiten, ist die am 
meisten charakteristische Eigenschaft der Litegrale in der Nähe 
eines Commensurabilitätsfalles. Es ist zu bemerken, dass gleich- 
zeitig damit; dass die Schwankungsamplitude sich in dieser Weise 
sprungweise ändert, die Periode — wie schon bewiesen worden ist 
— contimUrlichen Aenderungen unterliegt 

Bis jetzt habe ich das Gebiet G^ nicht nüt in Betracht ge* 
zogen. Die Wurzeln q^ und g^ sind hier imaginär, und man würde 
erwarten, dass die Bewegung dann zwischen q^^ und q^ stattfinden 
würde. Die Formel (29) zeigt aber, dass nunmehr q^ negativ ist 
Da indessen die Grösse z ihrer Natur nach immer positiv ist, so 
kann in diesem Falle g^ nicht eine Grenze für die Schwankungen 
von z ergeben. Andererseits scheint es,^ dass es innerhalb G^ ein 
Gebiet gibt, in welchem g^ positiv ist, und wo also positive z-Werthe 
mit den Differentialgleichungen vereinbar sind« Wie sollen die 
dementsprechenden Bewegungen untersucht werden, wenn sie über- 
haupt existiren? Die Differentialgleichungen (7) lassen uns hier 
im Stiche. Die Frage lässt sich am einfachsten studiren, indem 
man für A^ und i^ die neuen canonischen Veränderlichen (man 
vergleiche VI § 1) 

tt = y2Ä^ cosAj , 

V = y^i sin Aj 

einfuhrt Ich habe indessen diese Frage nicht weiter verfolgt So 
viel lässt sich ohne Weiteres aussagen, dass diese Bahncurven, 



^ Ich sage „scheint'S wefl das G«biet der positiven ^ innerhalb O^ 
immerhin sehr klein ist, und es deswegen nicht ausgeachloBsea ist, daas der 
hier beobachtete Grenanigkeitsgrad nngenfigend sein kann, nm die Frage end* 
gültig xa entscheiden. 
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wenn sie existüren, eine libration in A^ nm A^ — aufweisen 
müssen, da ja der Werth 2i^ » 180^ mit diesen Weiühen der 
Integrationsconstanten unvereinbar ist 

Wie man sieht, sind die Linien L^ und L^ nicht die einzigen 
Grenzlinien f&r die Integrationsconstanten. Die Werthe und 1 
für die Ekcentridtät (also und ^ f&r ^) bilden auch Grenz- 
linien, die nicht überschritten werden dürfen. 

Fassen wir unsere Besultate über die Commensurabilitäten 
Yom Tjrpus 1/3 zusammen, so haben wir also folgendes gefunden: 

Die Integrale hängen Ton zwei Integrationsconstanten | und fj 
ab. Von diesen fUlt 17 ungefähr mit der jACosf sehen Constante 
zusammen, wogegen { you der Excentricitätsconstante abhängt 
Werden | und 7; als rechtwinklige Coordinaten in einer Ebene dar- 
gestellt, so wird diese Ebene durch zwei gerade Linien Z^, Z, in 
vier Gebiete O^j &,, G^j 6^ getheilt, die sich durch Terschiedene 
Bewegungsformen charakterisiren. Liegt der Punkt (|, 17) in &^, ist 
keine Bewegung mOglich. In G^ wächst i^ über alle Grenzen, wo- 
wegen ^ — und damit die Ekcentricität — zwischen zwei eonttanien 
Grenzen schwankt In (?, schwankt auch die Ezcentricität zwischen 
Constanten Grenzen und dies ist hier ebenfalls mit der Grösse X^ der 
Fall. Es findet Züratian um den Werth 2A| - 180<> statt Indem 
der Punkt (|, tj) vom Gebiete G^ aus die singulare Linie L^ über- 
schreitet und in das Gebiet G^ übergeht, ändert sich die Schwan- 
kungsamplitude der Excentricität sprungweise, wogegen die Periode 
dieser Schwankungen sich continuirlich ändert Im Gebiete G^ kann 
möglicherweise eine Libration in i^ um den Werth A^ a statt- 
finden. Auf der Linie Z^ nähert sich die osculirende mittlere 
Bewegung, f&r alle Werthe von £ und 17, dem Werthe 896''.293; 
auf der Linie Z^ hat . sie den Werth 898".264. Die wahre 
mittlere Bewegung hat auf diesen Linien bez. den Werth 896".165 
und 898".264. Die Eigenschaften der Integrale geben keine directe 
Erklärung der Lücke in der Zahl der kleinen Planeten um den 
Werth 897" für die mittlere Bewegung. 

üeber die kleinen Planeten vom l^us 1/2 liegen Unter- 
suchungen von yerschiedenen Verfassern vor. Die Resultate sind 
ähnlich, aber nicht identisch mit denen, die wir hier f&r den 

Cbakubb, llMbanlk dM mmmela. II. 27 
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Typus 1/3 gefunden haben, unter diesen üntennchnngen nenne 
ich die yon 6tIiD£n (in mehreren seiner Schriften), HAngnsB (Möm. 
de TAcad. de St P^tersbourg, 1886), Bbendsl (A. N. Bd. 140, 1896 
und in seiner „Theorie der kleinen Planeten*'), Sohwabzschu^ 
(A. N. Bd. 160, 1902), Poihoabä (B. A. T. XIX, 1902), Akdotzb 
(R A. 1908) und Hill (Trans. Amer. M. Soa 1900). Von diesen 
sind die von Bbkndel nnd Ton Akdotbb die YoUständigsten. Der 
letztere hat unter Anderem bewiesen, dass beim Typus 1/2 singu- 
lare Linien und Librationsbewegungen nicht nur Ar iL, «= nnd 
i^ » 180^, sondern auch fbr einen zwischenliegenden Werth von A, 
auftreten können, worauf wir oben aufmerksam gemacht haben. 
Indessen ist dieser Typus noch nicht erschöpfend behandelt, eben- 
sowenig wie der Typus 1/3, und es wäre jetzt Zeit, nachdem die 
Voruntersuchungen so weit fortgeschritten sind, diese beiden inter- 
essanten Fälle, die für die Mechanik des Himmels Ton so grossem 
und so actuellem Interesse sind, zum Gegenstand eines eingehenden 
Stadiums zu machen. 



§ 6. Ueber Commsneurabilitftten hSheren Grades. 

Die Commensurabilitaten niedrigen Grades geben zu grossen 
Störungsgliedem Yeranlassung, welche schon in ziemlich kurzer 
Zeit grosse Veränderungen in den Coordinaten verursachen. Nicht 
so mit den Commensurabilitaten höheren Grades. Diese können 
erst in langer Zeit bemerkbar werden. Sie sind aber nichtsdesto» 
weniger vom grössten Interesse, da gerade diese Glieder fiir die 
Stabilitätsfrage die wichtigsten sind. Wir werden eine solche 
Commensurabilität untersuchen, und zwar unter Anwendung der- 
selben Methode wie im vorigen Paragraphen. 

Wir nehmen aus der Störungsfunction heraus: 1] die Glieder 
nullter Ordnung (Fq)j 2] die secularen Glieder [F], 8) die Glieder 

wo 
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ist, und #, und #, hohe Zahlen bezeichnen, Ton denen «, als positiv 
betrachtet werden kann. Es handelt sich dann um Commensura- 
biUtäten vom Grade $^. 
Indem wir 

(1) R^n + Fo + {F] + Sö.cosiy 

setzen, wo unter 17 eine noch unbestimmte Constante yerstanden 
wird, werden wir also zu der Differentialgleichung (3*) des Torigen 
Paragraphen geführt 

Was die Cogfficienten 0^ betrifft, so wissen wir nach § 4, dass 
(?i Tom Grade $^ in den Ezcentricitäten ist Weiter ist G^ Tom 
Grade 2«, und allgemein G^ Yom Grade t«,. Da s^ hier als eine 
sehr große Zahl betrachtet wird, so ist somit G^ sehr klein und 
die Beihe ^G^ conyergirt sehr rascL 

Um die Bewegungsgleichungen auf einen Freiheitsgrad zu 
redudren, setzen wir 

V = Vyi-Vyi* 

wo s^ und s^ Yorläufig unbestimmt sind. Wenn noch 



gesetzt wird, so bilden auch Ä^'j A^^ X( und X^ ein System you 
canonischen Goordinaten mit derselben charakteristischen Func- 
tion JS. In Bezug auf A( und A^ au%el58t, lauten die letzteren 
Gleichungen 

wo 

^ = — «1 V + '1 */ 

gesetzt worden ist 

27 ♦ 
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Wir nehmen noch eine Transformation yor, indem wir setzen: 

nnd die nenen Coordinaten A^^ A^^ \, X^ bleiben immer noch 
canoniscL 

Die Wahl der Zahlen s^ und s^ ist willkOrlich. Man könnte 
z. B. diese Wahl so ansf&hren, dass man 



1 



bekommt Diese Wahl ist in einigen Fällen angemessen (z. B. f&r 
den Typus 1/2]^ f&hrt aber bei hohen Commensurabilitäten zn Coor- 
dinaten A^ nnd ^, die in Folge der Zahlenco§£Scienten »^y e^^ e^y e^ 
sehr gross sind, was nicht bequem ist Hier f&hrt eine andere 
Wahl besser zum ZieL Ich setze: 

so dass A tm^ 9^ ist und 

welche Coordinaten wir der folgenden Untersuchung zu Orande 
legen werden. 

Da die Störungsfunction nach Potenzen Ton ar, (oder richtiger 

Ton y^ entwickelt ist, so erscheint es angemessen, x^ als die 
eine Coordinate beizubehalten. Die Grösse A^ unterscheidet sich 

nur um die kleine Grösse —*% Ton x^^ und endlich ist das Argu- 
ment g^ gleich — «^ A^. 
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Die DifferentialgleichnDgen 



(^\ 


dÄ^ dR 
dt " ölt ' 


dl, dB 
dt " dA^' 


\y) 


dA^ BR 
^ dt ^ dl^' 


dX^ dB 
dt " dJ^ 


besitzen da 


kB Integral 






^- 


(üonstans. 



welche Conetante wir mit y« bezeichnen woUen« Aneserdem hat 
man das Integral 

(4) 0«Ä, 



da die entsprechende Integrationsconstante in tj einbegriffen 
werden kann. 

Die Differentialgleichnngen 

,.. dÄ^ dR_ dj^ dR_ 

^^^ dt "^ dl^' dt " ÖA^ 



sind dnrch einige singnlftre Punkte charakterisirt, welche man 
aus den Oleichnngen 

dB dB 



(6) = i? 



d^i dli 



erhält Die letzte dieser Gleichungen lautet 

« 2 * ^< sin iff 

und da, wie wir oben bemerkt haben, die Glieder dieser Reihe 
hier sehr rasch an Grösse abnehmen, so besitzt diese Gleichung 
nnr die Lösungen y » kn{k « 1, 2, 3, . . .) oder 



(6*) A,-^ (*-l, 2, ...). 
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Da indessen in der charakteristischen Function JZ die Grösse \ 
nur in der Combination s^ \ vorkommt, so redudren sich diese 
Lösungen auf die beiden folgenden: 

(6**) *,ii«0 und 9^\^%. 

Setzt man diese Werthe in die erste Gleichung (6) ein^ so 
nimmt sie die Formen 



(7) 
und 


lA^ ^Mi 


0- 




-fl + -?'o + [^ + 2ö*. 






(7*) 




0- 


^ 


-•y + ^o + [^ + 2(-i)* 


ö, 




an. 

Indem 
chungen 

(8) 


mau 


1 Ay 


zwischen diesen Gleichungen 


nnd den 


Olei- 


(8*) 








0-««« 
" öA 







eliminirty erhält man die Gleichungen f&r die beiden singnl&ren 
Linien Z^ und X,. Wir wollen diese Gleichungen bez, in der Form 

(9) i?,{a, i;) = 0, 

(»*) A(«^^)==o 

schreiben. Die Functionen D^ und D^ können als die Discrimi- 
nanten von JS^ und S^ angesehen werden. 

Es ist nicht nothwendig, diese Discriminanten zu bilden. Wir 
können in der That hier die Discussion der Integrale einfacher 
ausfahren. Wir wollen im Folgenden^ der Kürze wegen, und da 
es übrigens hier keinen Zweck hat, mehr Glieder mitzunehmen, 
die Summe ^ G^ cos ig auf das erste Glied 

6^ cos^ a G^ cos«, \ 
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beschränken. Weiter setaen wir 

(10) <!>(«, A)-^o + [^» 
so dass noiunehr 

(11) B~fi+0{«, A^) + G^eoBs,Xi 

« 

iet^ wo &| eine Potenzreihe in A^ ist, die mit 

anf&ngt» wo JS eine Gonstante bezeichnet 

Da 0^ eine sehr kleine Grösse ist^ so weicht das Integral von 
(5) nicht viel Yom Integrale der Gleichungen 



^ ' di dl, ' dt dJt 



ab. Wenigstens können wir yersuchsweise Yon diesen Gleichungen 
ausgehen, um die Integrale der Gleichungen (5) zu finden. 

Die Integrale der Gleichungen (12) lauten 



(13) 


{ 




» Constans — A^^j 


wo 








(IS*) 






60 


ist 








Die 


Gleichungen 


(5) haben die Form 



dA\ /> ^* ^ 
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um die Integrale dieser Gleichimgen zu erhalten, setzen wir 

A^^A^^ + SA, , 
Aj «iijf + Ci + *Äj, 

und entwickeln die Function nach Potenzen von SA,: 

*-«'o + 4t-M+*|0(M)' + -.. 

Nimmt man zuerst nur auf die erste Potenz Yon SA, Bück- 
sicht, so erhält man folgende Dififerentialgleichungen für 8A, 
und 8X, 

^^ « - *, (?! 8in*,(iii t + Cj), 
Alh.^^^^SA -^cos. X. 



mit den Integralen 



(14) 



8A^^ -~-cos#,(nif+Cj), 



Diese Ausdrücke zeigen, dass A, und \ in Folge des Gliedes 
O, cos #2 \ im Allgemeinen nur kleine und periodische Abweichungen 
von den durch die Gleichungen (13) gegebenen Werthen erleiden. 

Dieser Schluss gilt aber nicht, wenn die Grösse n, sehr klein 
oder gar gleich Null ist, in welchem Falle die Ausdrücke (14) un- 
endlich gross werden. Um diesen Fall zu untersuchen, gehen wir 
von einem solchen Werth fbr A, aus, für welchen n^, d. L d<l>^dA, 
verschwindet Es sei A^^q ein solcher Werth, so dass 

ist Wir haben dann 
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WO 0^ und ihre AbldtaDgen f&r den Werth A^^ q zu be- 
rechnen sind 

Für R erhftlt man den Werth 



Ä - 17 + a>o + iU(*A)« + Gl cosi,^ . 



Es sei i7j ein solcher Werth, dass man hat 

(16) i;, + 0, = O. 
Dann setzen leir 

so dass die charakteristische Function die Form 

(17) Ii^Jfi + i^{SA,)^+0,coBs^X, 

bekommt nnd die Differentialgleichungen das Integral 

(17*) = Ä 

besitzen. 

unsere Differentialgleichnngen lauten also jetzt: 



(18) 



In J2 haben wir die Variation yemachlässigt, welche die 
Grösse G in Folge des Ueberganges Yom Werthe A^^ q zum 
Werthe A^^ q + AA^ erleidet 
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Die singulären Werthe von Afj werden aus den 

rv j> dB dB 

erhalten, welche geben 

SA^ =0, 

«2 ^ » oder n , 

so dass die Discriminanten lauten 

f 0«A«Ji7 + Ö,, und 

(19) j 

Es ezistiren also nur die beiden singulfixen Punkte J17 = — G^^ 
und J 17 « + öj . 

Aus den Gleichungen (18) und (17*) erhalten wir nun 

(20) ^ s,M0,^^{An + \^'[6A,f)\ 

(20*) -^ y-2<l>"(Ji7 + öiCOS*,;,). 

Es genügt die eine dieser Gleichungen zu int^riren. 

Zuerst wollen wir den Werth von Q^' untersuchen. Es gilt 
vorläufig, nur das Zeichen dieser Grösse zu bestimmen. 

Man hat hier nach (2) und der Gleichung (1) des yorigen 
Paragraphen 



2 
und also ist 






a^o _ «1 1 _ ±+jL2f 



dA «I 



i^-M 



d^F. sy 1 
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Die Ableüangen yon sollen f&r den Werth ^ -* ^ b^ 
rechnet werden, welcher Werth so gewählt ist, dass d^idA^ ver- 
schwindet Man hat also 



Das letzte Glied in diesem Ansdracke ist mit der störenden 
Masse mnltiplidrt nnd also sehr klein. Der Factor Ton s^:s^ im 
ersten Glied fällt mit der oscolirenden mittleren Bewegung — n — 
für A^ ^ f zusammen. Man hat also genähert 

so dass fbr den betreffenden Werth von A^ die mittlere Bewegung 
des kleinta Planeten mit derjenigen des Jupiter nahe oommen- 
surabel ist 

Die zweite Ableitung von fUlt sehr nahe mit der zweiten 
Ableitung von F^ zusammen. Die obige Formel f&r F^" zeigt also, 
dass ^' pogiäv ist 

Wir betrachten nun die Gleichung 



(21) 



wo 



(21*) 



d8Ä^ 
dt 









- A) 



-i^f) 



HOt + Jn) 



-^ 
-+i/^i^ 



^n) 
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Die singulftren Werthe Ton Ati sind nach (19) Ati^-^G^ und 
Afi ^+ Oy Ist Jtj > 6^ (welche Grösse wir als positiv annehmen 
woUen)j so sind sämmtliche Wurzeln imaginär, nnd dann wird 
dSA^idt auch imaginär, so dass solche Werthe von Jfj nicht in 
Betracht gezogen zu werden brauchen. 

Wir haben somit folgende vier Fälle zu untersuchen: 

a) Ji7 < - Oj , 

b) Ji7 - - ©1 , 

c) -G^<Jfj<0^, 

d) Jiy - (?^ . 

Faü a). Die Gleichung (21) zeigt, dass SA^, wenn nicht 
Limitation stattfindet^ zwischen den beiden grössten oder zwischen 
den beiden kleinsten der Wurzeln e^, e^, e^, e^ osciUiren muß. 
Die Qrössenordnung im Falle a) ist 



«1 < «8 < *4 < *! 



1' 



SO dass 3J^ entweder zwischen e^ und e^ oder zwischen e^ und e^ 
periodisch osdllirt Die Winkelgrösse X^ wächst mit der Zeit ins 
unendliche. 

Fall b). Für J97 » — (z^ fallen die Wurzeln e, und e^ zu- 
sammen. Es entsteht Limitation in SA^, so dass A^^ sich asympto- 
tisch dem Werthe g nähert, entweder von der positiyen oder Ton 
der negativen Seite. 

Faü c). Die Qrössenordnung der Wurzeln ist hier 

«1 < «j . 

Die Wurzeln «, und e^ sind imaginär. Hier osdllirt SA^ 
zwischen den Grenzen 



_^/m^ imd +f^^. 
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Die Gleichung (20*) zeigt, dass die Grösse s^X^ rächt mit der 
Zeit ins Unendliche w&chst, sondern periodisch mn den Werth 
#2 A^ 3B 180® schwankt Es findet ako hier Zibratian in X^ statt 
Wäre 0j negativ, so wOide die libration am den Werth il^ « 
stattfindeiL 

Ist endlich im 

Fan d) Jij ^ 0^, so muss SA^ identisch gleich Null sein, und 
also A^ identisch mit g znsammenfSEdlen. 

Die Schiomgungtamplitude im Falle a) ist 

^1 - ^ - ^8 - *i - ]/w ( V^i - ^^ - y- (öl + Afi)) 

und also dieselbe, sei es, dass 8A^ zwischen e^ und e, oder 
zwischen e^ und «, oscillirt 

Im Falle c) ist diese Amplitude 



^ _ ,, . 2j/!<»-Ä 



Liegt der Werth Yon An nahe dem singulären Punkt — G^ , 
80 dass angenähert Ati^ — O^ ist, so ist die Amplitude im Falle a) 



und im Falle c) 






80 dass also beim Uebergang über den singulären Punkt vom Falle a) 
zum Falle c) die Sckumgungtampütude verdoppelt wird. Der singu- 
lare Punkt Afi^^ Q^ ist somit ein Dieconämutatspunkt f&r die 
Schwingungsamplitude, der sich in ähnlicher Weise verhält^ wie für 
den Typus 1/3 die entsprechende singulare Linie. 

Wie verhalten sich die mittleren Bewegungen von X^ und A,? 
Erleiden diese auch discontinuirliche Veränderungen im Punkte 
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Die Gleichung (21) giebt uns ftr die halbe Schwingungs- 
periode T im Falle a) den Werth 



(22) T^^J^f — ^*^« 



ndA, - ei)(«, - dAi)(e^ - « A) 



wenn die Schwingung zwischen e^ nnd «, stattfindet Würde die 
Schwingung zwischen e^ und e^ geschehen^ so erhielte man die 
Halbperiode, wenn das obige Integral zwischen den Grenzen e^ 
und e^ genommen wird. 

Wie ändert sich T, wenn J fj sich dem Werthe — O^ n&hert? 
Wir reduciren das Integral auf die Normalform der elliptischen 
Integrale, indem wir setzen 

(28) SA,~ '■;:^;/ . 

WO 

(23*) A« = Ji^Ul 

ist, und erhalten dann 



1 

j^ 4 r dy 



y") 



wo der Modul k den Werth 



hat Wenn A fi sich dem Werthe Afi ^-^ 6^ nähert, so nähert 
sich k der Einheit und gleichzeitig wächst T über alle Grenzen. 
Ganz denselben Werth für T würden wir erhalten haben, wenn 
die Bewegung zwischen e^ und e^ stattfände. 

Wir finden also, dass für den Fall, dass sämmüiche Wurzeln 
^1' 's' ^8 ^^^ ^« re^ sind, die Schwingungsdauer immer langsamer 
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wird, wenn sich Jtj dem singnlftren Pnnkt Jij^^O^ n&hert 
Die Bewegung geht aUmähUch und ohne Sprung in die Ltmitadons-' 
Bewegung über. 

Wir können die Sache aach so ausdrücken, dass die mittlere 
Bewegung Yon \ allmählich gegen Null geht, wenn A tj, allmählich 
wachsend, sich dem Werth J 4 « — &^ nähert 

Wie rerhält sich die Sache im Librationsfall (also im Falle c))? 
Die mittlere Bewegung von X^ ist dann immer Null; die Grösse A^ 
schwingt aber periodisch um den Werth ilj = 180^ Wie gross ist 
die Periode dieser Schwingung? 

Die Grösse SA^ schwankt zwischen e^ und e^\ die Wurzeln 
«3 und e^ sind rein imaginär. Die Halbperiode T hat hier den 
Werth 

(25) r« -?- f ^^^' ^ > 

den wir mit Hilfe der Substitution 



(25*) sA^^e^yr^ 



z' 



auf die Normalform bringen. Man erhält 



2 



X 

r dx 

'^J V(i-»»)(i- 



wo 







-J«; 



(25**) * ^ |/^ 



ist 

Wenn A 17 sich dem Werthe — 6^ nähert, so wächst der 
Modul h gegen die Einheit, und gleichzeitig wächst die Halb- 
periode T über alle Grenzen. Auch im librationsgebiete werden 
also die Schwingungen immer langsamer, wenn man sich dem 
singulären Punkte — G^ nähert Die Bewegung geht also auch hier 
conUnuirlich m die Limitationsbewegung i^er. 
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Eriimeni wir uns, dass nach (2) 

ist, 80 folgt aas dem Umstände , dass die mittlere Bewegung Ton 
X^ beim Durchgang durch den singolftren Punkt Afi ^^ O^ einen 
regelmässigen (continuirlichen) Lauf hat, nicht, dass dies auch mit 
den mittleren Bewegungen von / und n der Fall ist* Damit dies 
eintreffe, muss die mittlere Bewegung von X^ eine continuirliche 
Function von Afi sein. Nun ist aber 

Die Frage ist, wie es sich mit dem mittleren Werth von 
{8A^^ verhält^ wenn A «/ den Punkt — 0^ überschreitet 

Ist Art <^ &|, so lautet die ümkehrung yon (21) 

* «" + y' 

wo 

y a sntt 

ist» und u den Werth 



u = \8^ Q/' y[e^ — fj) [e^ — e^ t + Constans 

hat 

Die Grösse SA^ ist also eine periodische Function von u mit 
der Periode 2K. Dies ist auch mit {SA^)^ der Fall Wird [8A^)^ 
in eine FouBiEB'sche Beihe entwickelt, so ist das constante Olied 
in dieser Entwickelung gleich dem mittleren Werth yon {SA^, 
Dies hat also den Werth 
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Man kann dies Integral genau ermitteln. E& genügt aber, 
seinen Werth in der Nähe des Punktes Jtj ^— G^^ kennen zu 
lernen. Wir haben schon gesehen, dass k dann den Werth Eins 
bekommt Weiter wird A' a 1 und 

sn'i« a=s I 1 

V«" + «■"/ 

und folglich 

K 

(25) K^A)T = -¥/i?4^' 



WO K ins Unendliche wächst, wenn k* gegen Eins conyergirt Man 
hat aber 



so dass 



und somit 



/ 4du ^ 1 

OD 

f 4du l_ 

J [««• + «-••]• " 2 


[(SA,)'] - 



ist 

Im Librationsfall lautet die^ Umkehrung von (21) 

SA^ = tf, cn ttj , 
wo 

«1 =1 *j yCj *" ^ + Constans 

ist, und der Modul den Werth (25**) hat Der Mittelwerth von 
{SA^)* lautet hier 

K 



[{SA{f]^-fJcü>u,du,. 





Man hat aber 
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wo K und E die elliptischen Integrale der ersten und zweiten 
Gattung bezeichnen. Wenn A^ gegen Eins geht, so nähert sich E 
der Einheit, wogegen A' ins unendliche wächst Es ist also 
auch hier 

l{8A;f\ - . 

Die mittlere Bewegung von \ erleidet also keine discontinuir- 
liehe Veränderung, wenn An den singulären Punkt — G^ über- 
schreitet. 

In Bezug auf die GommensurabUitäten höherer Ordnung sind 
wir also zu folgenden Schlüssen gekommen: 

1) Ein GUed 

in der Störungsfunction veranlasst nur kleine periodische Ver- 
änderungen mit einer Amplitude, welche in der Nähe der 

Commensurabilität von der Grössenordnung ^G^ ist 

2) Die Winkelgrösse äj y^ — s^ y^ wächst im Allgemeinen 
mit der Zeit ins Unendliche. Liegt aber die JAC0Bi*ache Con- 
staute f\ innerhalb eines gewissen (übrigens sehr kleinen) Gre- 
bietes, so entsteht Libration in dieser Winkelgrosse, so dass 
'i^i ""*»ya ^^ ^®^ Werth 180® oscillirt, wenn Gj positiy ist 
Ist Gy^ negativ, geschieht die Libration um den Werth 

3) Beim Ueberschreiten der Grenzen dieses Gebietes, von 
dem „ gewöhnlichen '' Fall zum Librationsfall, wird die 
Sckwingungsamplitude von A^ verdoppelt Die mittleren Be- 
wegungen von l (der mittleren Anomalie) und der Penhel- 
länge erleiden aber dabei nur continuirliche Veränderungen. 

§ 7. lieber die Darstellung der Integrale des Problems der drei 

Körper in rein trigonometrischer Form. 

Die ersten Versuche — im achtzehnten Jahrhundert — , die 
Integrale des Problems der drei Körper aufzufinden, ergaben das 
Resultat, dass bei den Störungen der ersten Ordnung in der 
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Excentricität und der Neigung Glieder auftreten, welche proportional 
der Zeit wachsen. Durch die sog. Stabilitätsbeweise von Laplacb 
und Lagranoe ergab sich, dass diese Glieder nur als die ersten 
Glieder einer Potenzentwickelung tou langperiodischen trigono- 
metrischen Gliedern anzusehen sind und damit war die Möglichkeit 
vorhanden, die Ausdrücke für die Coordinaten der Planeten in rein 
trigonometrischer Form darzusteUen. Die grosse Bedeutung, so- 
wohl in theoretischer wie in praktischer Hinsicht, einer solchen 
Darstellungsweise liegt auf der Hand. Wenn nämlich eine be- 
liebige Coordinate x in der Form 

dargesteUt werden kann, wo to^, lo,, . . ., to^ lineare Functionen 
der Zeit bezeichnen, und wenn die Summe 

endlich ist, so kann man erstens die Grenzwerthe der Coordinate x 
berechnen, womit die Stabilitätsfrage endgültig beantwortet ist, 
und zweitens lasst sich die obige Reihe für x fbr alle Werthe 
der Zeit anwenden. Wenn also für einen beliebigen Himmels- 
körper eine ähnliche Reihe abgeleitet worden ist, so ist sie für 
alle Zeit gültig. Die hauptsächliche Arbeit in einer Störungs- 
rechnung bestände dann in der genauen Bestimmung der Inte- 
grationsconstanten. Jede neue Beobachtung des Gestirns liefert 
einen Beitrag zu dieser Constantenbestimmung und erlaubt die 
Coefficienten A und die mittleren Bewegungen der „Argumente" w^ 
noch genauer als vorher zu berechnen. 

Ganz anders gestaltet sich eine Störungsrechnung, wenn die 
Coordinaten durch Reihen dargestellt werden, welche nur eine be- 
schränkte Zeit Gültigkeit haben. Die ganze Störungsrechnung 
muss dann von Zeit zu Zeit wieder von Grund aus neu gemacht 
werden. Die Form der Darstellung kann zwar dieselbe bleiben, 
aber die Coefficienten der verschiedenen Glieder ändern unaufhör- 
lich ihre Werthe. 

28* 
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Die Yersucbd, den Gedanken von Laplaoe system&tiach durch- 
zuf&hren, lua zu dieser trigonometrischen Form der Integrale zu 
gelangen, erwiesen sich indessen als mit grossen Schwierigkeiten 
verknüpft. In seinen grossartig angelegten Untersuchungen über 
die Bahnen dpr grossen Planeten machte zwar Lbverbieb ver- 
schiedene Versuche, diese Schwierigkeiten zu überwinden; er 
musste indessen auf die trigonometmche Form der Integrale ver- 
zichten und sowohl, er wie Nbwcomb, der auch — zum Theil 
gleichzeitig mit Leyebbieb — vollständige Untersuchungen über 
die Bahnen der grossen Planeten angestellt hat, mussten, wenigstens 
theilweise, zu Entwickelungen nach Potenzen der Zeit ihre Zuflucht 
nehmen. 

Derjenige, der das Problem der Darstellung der Coordinaten 
im Drai-Körpei>Problem in rein trigonometeischer Form am ems<^ 
haftesten angegriffen hat, ist 6yu)£n. Seine Bestrebungen seit 
dem Ek'scheinen seiner ,,Under8ökningar af theorien för himla- 
kroppames rorelser^' (1881) sind in der That ausschliesslich auf 
dies Problem gerichtet gewesen. Viele wichtige Gesichtspunkte fbr 
die Behandlung des Problems hat er dabei entdeckt» Der Tod hat 
aber firühzeitig seinen Bemühungen ein Ende gesetzt, gerade als 
er selbst glaubte, dass seine Untersuchungen so weit forgeschritten 
wären, um eine Grundlage für die Berechnung der „absoluten 
Bahnen^' (d. h. der Hauptglieder in der trigonometrischen Form 
der Integrale) der grossen Planeten geben zu könneOi 

Einem Einzigen ist es gelungeui in einem speciellen Falle diese 
Darstellung der Coordinaten in rein trigonometrischer Form voll- 
ständig durchzuführen. Dies ist- Dslaukay, dem es in seiner 
früher citirten „Th6orie du mouvement de la lune''- (1860) durch 
eine eigenartige Methode gelang, die Coordinaten dieses Gestirns 
in rein tngonometrisejier Foxm. darzustellen.^ Der praktische Er- 
folg seiner. Methode häi^i indessen zum grossen Tbeil davon ab| 
dass. der störende Eürper (die Sonne) sich in. sehr, grosser Ent- 
fernung von. dem gestörten (dem Monde) bewegt, undi es ist feaglich, 



^ Später haben Hill mid nach ihm Bbowh in anderer - Weise dasBelbe 
Ziel erreicht 
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ob die DsLATTMAT'Bche Methode in aUgemeineren Fällen numeriBch 
Terwerthet werden 'kann. Wahrscheinlich Wird sie sich indessen 
f^r kleine Planeten, deren mittlere Bewegungen nahe commen- 
surabel mit derjenigen eines grossen Planeten sind, sehr tanglich 
erweisen (man vergleiche den früher cxtirten Aufsatz von Hill 
über diesen Gegenstand). Sieht man indessen vom praktischen 
Werth der Methode ab, ist die DELAUKAx'sche Methode sehr ge- 
eignet, um darzulegen, wie man in formeller Hinsicht wirklich zu 
einer rein trigonometrischen Form der Integrale des Problems der 
drei Körper gelangen kann. Dieser Nachweis ist von Tibsbband 
(„Memoire sor le probläme des trois corps.'' Annales de l'obser- 
vatoire de Paris, T. XVIII 1885) gegeben worden. Ohne eine voll- 
ständige Dnrchfllhning dieses Gedankens zu beabsichtigen, will ich 
einige Andentungen der diesbezüglichen Rechenoperationen geben. 
Ich nehme an, dass es sich um die Integration der Differential- 
gleichungen 

dx^_dF^ dyx dF 

dt "* dy/ dt ^ ö»i' 



(1) 



dx, dF djft _ dF 

dt dy, ' dt dX| 



handelt, wo 

und und A^ . gegebene analytische Functionen von x^ und jt, sind. 
Aus der Störungsfunction F nehmen wir ein beliebiges Glied 

hetaus, und setzen 

F^^0 + Aij, cos{t,y^ +Jiy,). 

Indem wir nun zuerst die Gleichungen 



(2) 



dxi dFi 

dt ^ dy,' 


dy^ dFt 
dt ^ das|' 


dxt dFi 

dt "ay/ 


dy, ^ dFt 
dt ^ dx^ 
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betrachten, können wir die hierdurch bestimmten Coordinaten als 
die Coordinaten einer intermediären Bahn «^^ ansehen. I>arch 
geeignete Variation der Constanten von J^ können die exacten 
Gleichungen (1) befriedigt werden. 

Die Integration der Gleichungen (2) ist indessen als ein 
specieller Fall des DELA.imAY'schen Problems, dass wir in § 4 be- 
handelt haben, zu betrachten. Setzen wir nämlich 






v%^h Vi +Ji y%^ 



wo x( und jY beliebige ganze Zahlen bezeichnen, die wir indessen, 
Yorausgesetzt dass \ und j^ relativ .prim sind — was hier an* 
genommen werden kann — , so wählen' können, dass die Deter- 
minante 

den Werth + 1 hat, und bestimmen wir weiter zwei Grössen ^^ 
xmd I, aus den Relationen 



(3*) 



*1 ^JlSl +7l bj> 



SO wissen wir aus § 1, dass diese Transformation die canonische 
Form der Differentialgleichungen nicht verändert. 

Die Differentialgleichungen f&r |^, |,, i;^ und 17, sind aber 
nunmehr von der Form, die wir im DELAiTNAY'schen Problem vor- 
ausgesetzt haben. Wir können also nach § 4 (10) die Ausdrücke 
fdr die Coordinaten in der intermediären Bahn J^ hinschreiben, 
nämlich 

J -|^' + Ä = '?x + 22|f8m'>.. 
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(4*) 



{ 



I, = «1 . 



Wir setzen nun 



(5) 



17, — a^^ + A- 



Eine ümkehnmg der Oleichongen (4) giebt uns f&r tj^^ fj^, 
Ij, I, die Form 



(6) 



(6*) 



I 






wo indessen F^ nicht nothwendigerweise gleich Null zu sein braucht 
Aus (3) und (3*) erhalten wir weiter unter Berücksichtigung 
der Voraussetzung über die ganzen Zahlen ^' und j^' 



r Vi 



• / 



(7) 



y« = 



h ^\ -Ji «» 



und 



(n 



{ 



's "^Ji ^i +Ji^% + 2A ^|C0St17i'. 



Zuletzt machen wir noch eine lineare Substitution, indem wir 
setzen 



(8) 



{ 



Vi = - 'V Vi' + h Vt 
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und 



^1 = Ji'V"-H'V» 



welche Relationen auch in der Fonn 



I Vi^iiVi+Jiy^. 



' -. ' I 1 9 _. r 



und 



(9*) { 



^i =* h ^1 + 'V ^2 ' 



geschrieben werden können. 

Ich behaupte nun, dass die Differentialgleichungen (1) durch 
das Oleichungssystem 



(10) 



rf«,' dF 
dt dy,:' 


dp,' dF 

dt ~ dx,'' 


dx^ dF 
dt dy;' 


dy^' dF 
dt dx; 



ersetzt werden können. 

Wir haben in der That schon gesehen, dass der üebergang 
Yon den Yariäbeln 

^1» *2' yi' Vi 
zu den Variabein 

li* I2' •/i» '^% 

die canonische Farm unverändert lässt Weiter zeigt das Trans- 
fonnationstheorem Ton J4.C0BI in § 1, dass der üebeigang von den 
letztgenannten Yariäbeln zu den Variabein 

«11 ^%i Vi'} Vi 

auch die canonische Form beibehält Man hat in der That nach 
§4(9) 
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dC 






dS 
d Ol 

dS 
da, ' 






dS 
dS 



wo 8 eine gewisse Function von tj^, 17,, ir^ und a, ist^ die nach der 
Formel (8*) des genannten Paragraphen die Form 

hat. Nach dem JAOOBi'schen Transformationstheorem bilden also 
ff|, &3, fi^j f}^ auch ein canonisches System mit derselben charakte- 
ristischen Function F, Endlich lassen offenbar die linearen Sub- 
stitutionen (9) und (9*) die canonische Form unTeränd^ 

Nach (7) und (7*) sind die alten Veränderlichen x^, x^^ y^, y, 
mit den neuen Veränderlichen x^', x^ y^', y^ durch folgende Glei- 
chungen yerbunden 



(11) 



y%^y% + 2^/ 8i»'(«iyi' +j'iyj')i 
'1 - < + 2^; cos '(hy/ +iiy«')* 



wo « von bis 00 geht und F^ und 6^' nicht nothwendigerweise 
Yerschwinden müssao. 

Die CoSfficienten A^, in der StOrungsfunction sind sämmtiüch 
mit der störenden Masse p. multiplicirt Wäre Ai^ » 0, so würden 
offenbar sämmtliche Co^fficienten der periodischen Glieder in (11) 
yerschwinden und man hätte 



yi - yi » Vi^^Vi^ *i = *i , ^a =* *j • 



Diese Bemerkung ist von Bedeutung, wenn man die Aende- 
rong der StOrungsfunction durch die EänfOhrung der Grössen 
jj', x^y yj', y,' an Stelle von x^, ar,, y^, y, beurtheilen will 
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Wir wollen in der Tbat die nene Form der Störangsfunction 
betrachten. 

Wir setzen 

Indem wir z^j z^, y^, y, durch die neuen Veränderlichen 
Xj', Xj' y^\ y,' ausdrücken, redudrt sich F^ nach § 4 (3*) auf eine 
Function von z^' und z^', in welcher also weder y,' noch y,' vor- 
kommt Wir setzen also 

(12) F,^0,(z,',z,^. 

Was F^' betrifft, so enthält diese Function alle Glieder in F 
mit Ausnahme der ^^secularen^' G-lieder, die in enthalten sind, 
und des periodischen Gliedes 

Aixcosfi'iy^ +j^y^). 

Werden nun in ^' die neuen Veränderlichen z^\ z^', y^', y,' 
eingeführt^ so nimmt F^' die Form 

(13) J^i'-2^oC08(iy/+jy,') 

an, und nach der obigen Bemerkung über die Substitutions- 
reihen (11) unterscheiden sich die neuen Goefficienten Aij von den 
entsprechenden Goefficienten J^. in der Iteihe (1*) nur durch 
Grössen von der Ordnung des Quadrates der störenden Massen. 
Es kann auch eventuell in (13) ein Glied von der Form 

^U.cos(^y/+j\y,') 

vorkommen. In solchem Falle ist aber der Goef&cient dieses 
Gliedes mit dem Quadrat der störenden Massen multiplicirt, wo- 
gegen das Glied 

(14) Ajr^OBii^y^ +hy%), 

das wir in der intermediären Bahn J^ mitgenommen haben, die 
störenden Massen in der ersten Potenz als Factor enthält 
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Mit Hilfe der intermediären Bahn /^ haben wir also eine 
Störnngsfunction erhalten, in welcher das Glied (14) entweder nicht 
Torkommt, oder doch einen sehr verkleinerten Coefficienten be- 
kommen hat. 

Wir machen jetzt eine neue DELAüKAY'sche Transformation 
oder Operation j wie Dklaukay selbst diese Transformation nennt. 

Aus der Störnngsfunction F^' wählen wir ein Glied 



(14*) 



^U<508(«iyi'+^2yfO 



und definiren eine neue intermediäre Bahn J^ durch die Gleichungen 



dx,' BF^ 



5/ BF\ dy^ B¥\ 

t ** dy/' dt ^ dV 

dx^' BF^ dy^' ^ BF^ 

dt ■ dy,'' dt "^ aV 



(15) 

WO 

(IS*) 

ist 

In ähnlidier Weise wie Torher können wir das Integral dieser 
Gleichungen in der Form 



-^.= <'»i + ^w.co8(Hy,'+j,y,') 



(16) 



Vi 



ar, « 



*. «= 



V + 2^;'c«>"(^y."+j.y,")» 



schreiben, und nun können wir die Differentialgleichnngen (1) 
gegen die Gleichungen 



(17) 



( 



das," BF 
dt ~~ By^"' 


dy," BF 
dt ~ Bx^"' 


dx^' B F 
dt ^ By;" 


dy," BF 
dt ~~ Bx^"' 
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yertanschen, wo nunmehr die oharakteristisobe Fimction F folgende 
Form hat. Setzen wir 

F^F^^F^, 



80 redacirt sich F^ auf eine Function yon Xj" und x^' 
Was F^ betrifft, so ist 

^; = 2^5iCos(iV+jyr) 

und in dieser Summe kommen Glieder von der Form (14) und (14"^) 
entweder gar nicht Tor, oder sie haben viel kleinere Goefficienten 
als in der ursprünglichen Störungsfunction. 

In dieser Weise können wir fortfahren und durch neue 
„Operationen'' das eine Glied nach dem anderen aus der Störungs- 
function wegschaffen oder verkleinern.^ 

Wir nehmen an, dass wir nach einer Reihe yon r solchen 
Operationen zu einer Störungsfunction F^ gelangt sind, in welcher 
die periodisdien Glieder — numerisch genommen — so klein sind, 
dass man sie ganz ausser Acht lassen kann. F^ redncirt sich 
dann auf das seculare Glied 0^, das nun yon den Veränderlichen 
jif{i und jKj) abhängt Wir erbalten dann die Gleichungen 



(18) 



dt dy^t^' dt daf[^ 

dt öy^;^ ' dt dx^p 



welche für x^[^ und ar^") constante Werthe, und flttr y^p und t^p die 
Werthe 



^ Es ist SU bemerken, dass man gleichseitig mit einem Glied 
Äcos(iyi ■i'jyt) auch alle Glieder yon der Form A^eoa8(iyi -hjyt) »»weg- 
schaffen'* kann. Man vergleiche § 4. 



Darsteihmg 



(19) { ^111 

geben, wo man hat 



Führt man jetzt alle Substitutionen, welche durch die Glei- 
chungen (11), (16) u. 8. w. angedeutet sind, aus, so bekommt man 
endlich 

yi = «1 ' + «1 + 2 Ai^in [i(ni t + Cj) +>(«, t + c,)] , 

y, = n, < + c, + 2 ^o sin [«("i ' + <^i) +>(«» ' + c,)] , 

X, = 2 ^o <^« P ("i ' + «'i) +>(«! ' + «'i)] . 

'i =■ 2 <?,^.COB [1(14 1 + 0,) +j{n, t + c,)] , 



(20) 



und damit sind die Coordinaten in rein trigonometrischer Form 
ausgedrückt 

Wir haben hier vorausgesetzt, dass es sich um Bewegungen 
mit nur zwei Freiheitsgraden handelt. Die obige Methode lässt 
sich aber offenbar auf canonische Differentialgleichungen von be- 
liebiger Ordnung anwenden. Es ist ersichtlich, dass man, allgemein 
genommen, für ein canonisches System mit p Freiheitsgraden auch 
p verschiedene sogi Argumente 

b^ekommt. 

In V § 10 haben wir gefunden, dass die Differentialgleichungen 
für das Problem der drei Körper auf vier Freiheitsgrade reducirt* 
werden können. Die Elemente 

i, r, L\ r 

des genannten Paragraphen können deawegen durch trigonomeirisobe 
Beihen mit vier Argumenten ausgedrückt werden. Will man die 
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rechtwinkligen Coordinaten in ähnlicher Weise ausdrücken, so 
kommt noch dasjenige Argument dazu, das die mittlere Länge der 
gemeinsamen Enotenlinie der beiden Bahnebenen auf der unver- 
änderlichen Ebene ausdrückt, welches Argument durch die Glei- 
chung V § 10 (12) erhalten werden kann. 

Die rechtwinkligen Coordinaten im Problem der drei Körper 
können also durch rein trigonometrische Beihen mit fünf Argu- 
menten — die alle lineare Functionen der Zeit sind — aus- 
gedrückt werden. 

Findet die Bewegung in einer Ebene statt, so werden die 
Coordinaten durch trigonometrische Beihen mit vier Argumenten 
ausgedrückt 

Im asteroidischen Drei-Eörper-Problem in der Ebene, mit einem 
störenden Körper, der sich in einem Kreis um die Sonne bewegt, 
lassen sich die Coordinaten durch trigonometrische Beihen mit drei 
Argumenten ausdrücken. (Bei drei Dimensionen kommt noch ein 
Argument dazu.) 

Die geniale Methode von Delaukay ist sehr allgemein und 
hat ihre grossen Vorzüge yor anderen Methoden, die man versucht 
hat, um zu einer trigonometrischen Form der Integrale des Pro- 
blems der drei Körper zu gelangen. Sie leidet aber unter zwei 
bedenklichen Mängeln, welche ihre Anwendung sehr beschränken 
müssen. Erstens ist sie in praktischer Hinsicht sehr mühsam und 
zeitraubend. Delaünay führte nicht weniger als 497 Operationen 
aus, bevor er eine Störungsfunction erhielt, die — innerhalb der 
Genauigkeitsgrenzen, die er sich gesteckt hatte — keine perio- 
dischen Glieder enthielt Eine solche Biesenarbeit mag am 
Platz sein, wenn es sich um die Bahn unseres Satelliten handelt. 
Für andere Himmelskörper müssen kürzere Methoden aufgefunden 
werden. 

Zweitens hat man mit einem noch bedenklicheren theoretischen 
Mangel zu rechnen. Wir haben im Obigen stillschweigend vor- 
ausgesetzt, dass keine von den eingeführten intermediären Bahnen 
eine Libration in y^ oder y, Ifiez. y^', y^ oder y/', y," u. s. w.) auf- 
zuweisen habe. Wäre dies aber der Fall, so hätte man mit der 
Möglichkeit zu rechnen, dass bei der Variation der Elemente einer 
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solchen intermediären Bahn diese Variationen uns bisweilen inner- 
halb der Librationsgrenze der betreffenden Bahn, bisweilen ausser- 
halb derselben fiihren würden. Wie sollte man aber in einem solchen 
Falle die trigonometrische Form der Integrale ableiten können? 
Es ist wohl zu bemerken, daB bei den hohen Commensurabilitaten 
solche FäUe kaum zu vermeiden sind. Damit wird aber der ver- 
meinte Nachweis der trigonometrischen Form der Integrale des 
Problems der drei Körper mit Hilfe der DsLAüNAY'schen Methode 
hinfällig. Ob dies Resultat in der Natur der Sache liegt, oder 
durch die Mängel der Methode zu erklären ist, lasse ich für den 
Äugenblick dahingestellt. 

§ 8. Ueber die Darstellung der Integrale des Problems der drei 
Körper In trigonometrischer Form. Fortsetzung. 

Will man die Coordinaten des Drei-Körper-Problems in trigono- 
metrischer Form ausdrücken, so muss man sich in der einen 
oder anderen Weise einer intermediären Bahn bedienen, deren 
Parameter man in solcher Weise variirt, dass man die wahre 
Bahncurve darstellen kann. Gewöhnlich wird zu diesem Zwecke 
die IvEPLEB'sche Ellipse eingeführt Sie ist indessen zu diesem 
Zwecke sehr wenig geeignet. In der That liegt eines der grössten 
Verdienste GYiiD£N's darin, dass er in verschiedenster Weise ge- 
zeigt hat, dass eine Hauptbedingung für die Convergenz der 
successiven Annäherungen ist^ dass man schon vom Anfang an 
von einer beweglichen Ellipse ausgeht, und nicht von einer Ellipse 
mit stillstehender Apsidenlinie, wie der gewöhnlichen KEPLEB'schen 
Ellipse. Diesen einfachen aber wichtigen Grundgedanken findet 
man in der einen oder anderen Form wieder in allen Methoden, 
die man in letzter Zeit aufgestellt hat, um diese trigonometrische 
Form der Integrale abzuleiten. 

In formaler Hinsicht erweist sich die HAMiLTON-JACOBi*sche 
partielle Differentialgleichung als sehr geschmeidig, wenn man 
diese Integrale aufsuchen will. Sie wird auch in ausgiebiger Weise 
von Poincab£ benutzt in seinen Untersuchungen über dieses 
Thema im zweiten Theil seioer „M^thodes nouvelles'^ Ein grosser 
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Vorzug der partiellen Differentialgleichimgeii li^ in der fiast 
unerschöpflichen Möglichkeit^ welche sie darbieten, überzählige 
Integrationsconstanten einzuftOiren. Indem ich mich dieser Eigen- 
schaft bediene, habe ich, von der PomcAB^'schen Methode aus-* 
gehend, in den ^^Meddelanden frftn Lunds Obseryatorium^' Nr. 24 
gezeigt, wie man in der verschiedensten Weise zu einer trigono- 
metrischen Form der Elemente in dem asteroidischen Drei-Körper- 
Problem gelangen kann. Ich werde hier diese Untersuchungen 
näher ausführen. Wenn ich mich dabei auf das asteroidische 
Drei-Eörper-Problem beschränke, so beruht das nicht nur darauf, 
dass hierdurch die Auseinandersetzungen kürzer werden, sondern 
Tor allen Dingen auf dem Umstand, dass bis jetzt keine praktischen 
Methoden vorliegen, um die Coordinaten im allgemeinen Drei* 
Körper-Problem numerisch in trigonometrischer Form auszudrücken. 
In Bezug auf die theoretische Möglichkeit einer solchen Dar- 
stellungsweise verweise ich auf den vorigen Paragraphen. 
Wir benutzen die Variablen des § 3, also 



(1) 

or, =y^(l-yr=:^); y,=- n + Nt, 
und haben 

/i*v dXj dF dyi dF ., - ^\ 

^^> Tf^TVi' ITf^-d^ («-1,2), 



wo 



F=F, + iiF^ 



ist, und Fq den Werth 

(2) ^0 = 2^ + ^(*i - ',) 

hat Die Störungsfunction F^ hat die Form 

(2*) J^i = 2^-'^ cos [ly, ^s[y,+ y,)] . 

Die Goefßcieuten P^P sind nach Potenzen von )^ e&twickelL 
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Wir wollen die Differentialgleichungen (1*) mit Hilfe der 
HAHnyroN-JACOBi'Bchen partiellen Differentialgleichimg 

integriren. Ist 

ein Integral dieser Gleichung mit den beiden unabhängigen Inte- 
grationsconstanten x^^ und x^^^ so werden x^^ x^j y^^ y^ aus den 
Gleichungen 



dS _ BO ., o BS _ 

(8*) 



dV^ö«!« "^'^i' öyi 



ds dG ^ , a es 



erhalten. 

Es wird sich zeigen, dass man in verschiedener Weise S als 
eine periodische Function von y^ und y, ausdrücken kann. Zu 
diesem Zwecke bedienen wir uns des folgenden Kunstgriffes. Wir 
setzen 

(4) Ji^F^ + fAtp, 
so dass 

ist Hier ist unter 'W eine vorläufig vollständig unbestimmte 
Functioi;! von x^ und x^ verstanden. 

Femer setzen wr 

und nehmen an, dass wir die Differentialgleichung (3) durch 
folgende Reihe integriren wollen 

(5) 8^S^ + p8^ + fi^8^ + .... 

Chabubb, XeehtnUc das Hlmmela. IL 29 
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Zieht man die Form (4*] fflr F in Betracht, so erhalten wir 
die folgenden Di£ferentialgleichangen znr Bestimmung Ton 8^, 8^^ 



8^ XL s. w. 



und allgemein für p^l: 

nm\ ^^ ?_§P . .^ ^8, fh -^ n 

wo 0^ eine von S^,, Äj, ..., 5^^^ abhängige Function bezeichnet, 
die also durch die vorhergehenden Integrationen als bekannt an- 
gesehen werden kann. 

Betrachten wir zuerst die Gleichung (6) ftir 8^. Man kann die 
Lösung derselben etwa in der Form 

(8) S, = ir^Oy, + x,'!f, 

schreiben, wo ^r^^ und x^^ zwei willkürliche Constanten bezeichnen. 
Zwischen C^, x^^ und x^^ muss dann die Relation 

(8*) C, i?(V. X,«) 

bestehen. Sej;zen wir weiter 

dR da 



"1 
(9) 



^ "" aa?i'»"" av' 



dR _ dC^ 



so können die Gleichungen f&r 8^ und 8^ in der Form 
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(10-) v|^+v4|-*,+^, 

geschrieben werden. 

Betrachten wir die Form (2*) für ^^^ so lässt sich offenbar 
das Integral von (10) in der Form 

schreiben y wo der Strich oben am Sommenzeichen andeutet, dass 
die Werthe t » « » (gleichzeitig) auszuschliessen sind. Die 
Summe (11) befriedigt offenbar die Gleichung (10)^ yorausgesetzt, 
dass C^ so gewählt worden ist, dass die von y^ und y, unab- 
hängigen Glieder auf der rechten Seite Ton (10) verschwinden. Be- 
zeichnet [F{\ den secularen TheU der Störungsfunction, so muss 
also Cj der Bedingung 

(12) [J^i]-V'(V>^.')+Ci = 

genügen. 

Die Differentialgleichungen f&r 8^^ 8^, u. s. w. sind offenbar 
ganz ähnlicher Art wie die Differentialgleichung für Sy Man be- 
kommt für 0^ die Form 

*, = 2^i'^cos[iy,-#(yi+y,)] 

und bezeichnet man das von y^ und y, unabhängige Glied mit 
[0J und bestimmt C^ in solcher Weise, dass 

(13) [*J + C, - 

ist| so erhält man für 8^ die Form 

j(p) 

^^^^ ^>°2' (»-*)V->v '^t«yx-*(yx+y.)]- 

29» 
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Das Integral von (3) wird also von folgender Form 

(14) Ä- Vyi + Vy» + 2'-»i.«i«[«yi -*(yi +y,)]» 

wo die Coef&cienten £^^ nach Potenzen yon (jl entwickelt sind. 
Die Gleichungen (3*) lauten 



^%t + ß,=y,+^ 4ff 8in[.yx-*(y,+y,)], 



(15) 



^o^ + /?,=y, +2' -fS^' Büi[iy,-.*(y,+y,)], 

^1 = ^1^ + 2^ (' - «) A.C08 [lyj - « (yi + y^)] , 
*Ä = V- 2' *^i.cos[iyi - «(yj + ya)] , 



womit die Integrale die gesuchte rein trigonometrische Form er- 
halten haben. 

Diese Formeln gelten, was für einen Werth der Function 
tff(x^, x,) auch zuertheilt wird. Dies ist an sich nichts Merk- 
würdiges, da wir nach (4) und (4*) nur die Grösse jtit^ zu JF^ hinzu- 
gef[jigt haben, um sie Yon fiF^ wieder abzuziehen. Wir werden 
aber finden, dass die geeignete Bestimmung der Grösse rff Ton 
grossem Elinfluss auf die Eigenschaften des Integrales S ist 

Wie ip auch bestimmt wird, so zeigt die Formel (15), dass die 
toahre mutiere Bewegung n^ von y^ gleich dCidx^^ und die wahre 
mitäere Bewegung n, von y^ gleich dCidx^^ ist Man sagt näm- 
lich, dass eine Winkelgrösse y die wahre mittlere Bewegung n be- 
sitzt, wenn 

y ^ nt + eine periodische Function von t 
ist 

Weiter bemerken wir, dass die Wahl der Function \ff auf die 
Werthe der Grössen n^^ und n^^ Einäuss hat Die Divisoren, 
welche in den Summenformeln ^ 8^^ 8^^ 8^ xl %, w. vorkommen, 
sind aber alle von der Form 

(^-*)V-'V- 
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Folglich Mvnd die JFerthe der Divisoren von der Wahl der FuneUon ip 
abhängig. Wir können 'ifß 80 wählen, dass diese Divisoren solche 
Werthe haben, dass die Reihen Sir S^, 8^ \l s. w. sämtlich con- 
vergent sind. Wir können andererseits eine solche Wahl treffen, 
dass n^^ nnd n,^ mit den zur Zeit t ^ oscnlirenden mittleren 
Bewegungen zusammenfallen, oder dass sie mit den wahren 
mittleren Bewegungen identisch werden, oder dass sie f&r eine 
Reihe von Wertben von x^^ und x,® unveränderliche Werthe haben« 
Es empfiehlt sich, um diese verschiedenen Zwecke zu erreichen, 
die oben abgeleitete Methode ein wenig nach den umständen zu 
variiren. 

Wollen wir erreichen, dass die Reihen f&r iS^, 5, u. s. w. 
sämmüich convergent eind^ so hat man nach dem Theorem von 
Bbuks, das wir in X § 5 auseinandergesetzt haben, die Grösse '^ 
in solcher Weise zu wählen, dass der Quotient n^^in^^ die Wurzel 
einer algebraischen Gleichung mindestens zweiten Grades mit ganz- 
zahligen Cogfficienten ist Sämmtliche Reihen 8^, 8^ u. s. w. 
werden dann fllr diese Werthe von n^^in^^ convergiren. Hieraus 
folgt natürlich nicht, dass auch die Reihe 

5 = Ä„ + ^5i + fjL^S^ + ^»ä; + . . . 

auch convergirt 

Will man bewirken, dass die wahren mittleren Bewegungen der 
Grössen j/^ und y, in die Divisoren eingehen, so kann man zweck- 
mässig den folgenden Weg einschlagen. Man setzt 

S^F^ + fiQ^ + fi^Q^ + ..., 

wo ß^, Q^, ... vorläufig unbestimmte Functionen von x^ und x^ 
bezeichnen. Man hat dann 

jP- Ä + ijl{F^ - Q^)+fi^{F^ ^Q^) + ,.,, 
Indem man die Gleichung 



„(dS dS \ ^ 
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durch die Beihe 

zu befriedigen sucht, erhält man für 8^ die Gleichung 

welche giebt 

wo x^^ und x^^ zwei Integrationsconstanten bezeichnen. 
Setzt man dann 

dR _ dC 

_ dB dö 

80 ÜEdlen offenbar nach (15) n^ und n^ mit den wahren mittleren 
Bewegungen yon y^ und y, zusammen. Die Grössen Q^, Q^, ... 
werden so bestimmt, dass die nicht periodischen Glieder in der 
Gleichung für 8^j 8^, ... yerschwinden. 
Da man 

erhält, so findet man somit den folgenden genäherten Ausdruck f&r 
die wahren mitüeren Bewegungen im asteroidischen Drei-Eörper- 
Problem: 

Werden diese Ausdrücke mit den Formeln (1) yerglichen, 
so findet man hieraus folgende Werthe f&r die mittlere Bewegung 
des Perihels und der mittleren Anomalie /: 
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(16) 









welche Formeln bis zu den Gliedern der ersten Ordnung incL 
richtig sind. Der Ansdmck für [F^ findet sich in § 3. 

Eüne andere Art, die Divisoren zn wählen, ist von nicht ge- 
ringerem Interesse. Man kann die Grössen n^^ und n,^ so wählen^ 
dass sie mit den zur Zeit t^Q osculirenden Werthen der mittleren 
Bewegungen van y^ und y^ zueammenfallen, Man kann dies in 
folgender Weise erreichen. 

Wir setzen 

und erhalten zxmächst 






woraus 

Wir wollen die Functionen 8^, 8^, ... so bestimmen, dass 
die Integrationsconstanten x^^ und x,® mit den zur Zeit t^O oscu- 
lirenden Werthen von x^ und x^ zusammenfallen. 

Für 8^ gilt die Gleichung 

und allgemein 

wo 0^ von 5j, Äj, . . ., iS^_, abhängt. 
Hier ist 

(17**) „^o^_ ö|L; w^o^_ öFo 



dx,^ ' a •" ö V 
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Das Integral von (17) können wir in der Form 

(18) «1 = «1 + A yi + /i y, + 2" -BiVsin [t y, - « (y, + y,)] 
schreiben, wo 

p(0 



(IS*) ^i^ = ^ 



(» - 8) Wi» - « fl,« 

ist Wir haben vorher die überzähligen Integrationsconstanten 
^1» ßi» Yi S^^^c^ ^^ gesetzt» wollen aber jetzt in anderer Weise 
über sie verfügen. Die nämlichen Constanten können offenbar 
willkürlich gewählt werden, wenn nnr die Relation 

(18«) VÄ+VÄ-ra + ^i 

besteht. Diese Gleichong kann durch eine geeignete Wahl von C^ 
befriedigt werden. 

Nachdem S^ bestimmt ist, erhält man 8^ in ähnlicher Weise. 
Wir setzen: 

und erhalten dann 

(19) Ä, - a, + /?,y, + Y,yt + S'-^^?»"» ['>! " *^x + y.)] ' 
wo 

(in ^i? - 77 



(» — «) fii® — » n,' 



ist Die Constante C^ wird aus der Gleichung 

(in v/?p + «sV, = 4'o^ + ^, 

bestimmt 

Wir können nun 8 in der Form 

(20) 8 = x,»y, +ir,^y, + a + /Syi + y y, + 2' K siii Pyi - ' (yi + y«)] 

schreiben, wo 
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a ^ ft a^ + p* «,+... , 

/ = /* yi +^* y» +.••, 



ist Aas (20) erhalten wir die Integrale 



(21) 



und 



^i-T|- = V + /5 + 2'(»'-')^i.co8pyi-'(yi+y3)] 






= V + y - 2' *i?„C08[iyi - i{y^ +y,)] 



dC . , ^ . da . dß ^ dr 

' + <?i « yi + ^T^ + ^yi + ^y, 



dX| 



a«,« ' öa^* 



dxi' 



(21*) 



+ 2'ö^8in[iy^-*(yj+y,)], 






da 



dß 






iü 
ö«,« 



y« 



+ 2'äv^^ 1^*^^ " *^^^ "*■ ^*^^' 



Die Grössen cv, /9, /, die willkürlich sind, sollen so gewählt 
werden, dass tüi t ^ x^ ^ z^^ und x^ » x,^ ist und dass ausser- 
dem die Constanten c^ und c^ mit den Werthen von y^ und y, f&r 
^ a zusammenüallen. Wir bezeichnen diese Werthe mit y^® und 
y,® und erhalten somit die Bedingungen 



(22) 



( 0-/9 + 
0-y- 



2' («• - ')B„ cos [.y,» - * (y^» + y,»)] . 
2' «A.cos[.V-*(yj« + y,«)]. 



l - « + /Jy»» + yy,o + 2 «i. 8«» [«yi" - » (yi° + y,")] , 



aas denen a, ß und / bestimmt werden sollen. 
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Da x^^ und x^^ die oscolirenden Werthe von x^ und x, sind, 
80 ist 

1 



»•• 



der osculirende Werth der mittleren Bewegung von /. Folglich ist 
nach (1) die zur Zeit t sz osculirende mittlere Bewegung von 
yj gleich 

und die osculirende mittlere Bewegung Yon y, gleich 






so dass also n^^ und n^^ in diesem Falle die zur Zeit ^ =» oscu- 
lirenden mittleren Bewegungen von y^ und y^ bezeichnen. 

Aus (22) erhält man 
V/' + Vy--2'[(*-*)V-''^TA.cos[iy,0-,(y,o + y^oj], 

Werden die CoSfficienten der gleichen Potenzen von /u rechter 
und linker Hand gleich gesetzt, so erhält man hieraus nach den 
Gleichungen (19*) und (19**) 

Die Constanten C^ müssen also so bestimmt werden, dass die 
rechte Seite der Gleichung (17*) ftlr t^O verschwindet 

Da ausserdem 

Co K. 

SO hat man 
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80 dass 



Die Werthe der wahren mittleren Bewegangen n^ und n, 
lassen sich leicht ans (21*) und (23) ableiten. Wir brauchen 
zu diesem Zwecke nur die periodischen Glieder in (21*) fort- 
zulassen und die Gleichungen nach y^ und y^ aufzulösen. Die 
CoefGcienten der Zeit in diesen Ausdrücken geben uns dann die 
Werthe von n^ und n,, und zwar bekommt man die linearen Glei- 
chungen 



(24) 



dC _ dj_ ^ ^ /i j_ öf 



-^+('+jih- 



Werden durch (23) die partiellen Ableitungen Ton C eliminirt, 
so kann man hieraus die wahren mittleren Bewegungen als Func- 
tionen der osculirenden Elemente ausdrücken. 

Beschränken wir uns auf die erste Potenz der Masse, so hat 
man nach (23) 

dO BP^^ 



äv-V-/*2ä^co8[.V-*(yi''+y.')]- 



Wir bemerken, dass in diesen Summen auch das Glied 
s = 0, t SS vorkommt 

Weiter ist dann nach (24) mit derselben Annäherung 
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und 

Wird diese Gleichung nach x^^ und x^^ differentiirt und man 
beachtet, dass 

öV 8 öV 



dx^^ »•*' ax|< 



= 0, 



i^' = i< = 

dv ' av 

isty so bekommt man 



Hieraus erhält man endlich 



(25) 



«1 - V-'»l?^ + lp2'(74^^.C08[V-.(y,«+y,-)] 



welches die gesuchten Relationen zwischen den wahren mittleren 
Bewegungen [n^ und n,) und den osculirenden (n^® und n,^ sind. 

Der unterschied zwischen den wahren mittleren Bewegtmgen 
und den osculirenden kann offenbar unter Umständen, auch f&r 
kleine ju, bedeutend werden, besonders wenn kleine Divisoren 
niedrigen Grades yorkommen. 



Die Anwendung der osculirenden mittleren Bewegungen in den 
Divisoren hat nicht nur den Vortheil, dass man in dieser Weise 
die Berechnung der Cogfficienten in der Entwickelung der 
Störungsfunction direct ausfahren kann, was unter Anwendung 
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anderer mitüer^i Bewegungen nicht immer ohne Umwege ge- 
schieht, sondern sie hat auch den wichtigen Vorzug, dass man die 
Störungen der yerschiedenen Ordnungen mittelst canoengenter Aus- 
drücke erhält 

Nimmt man auf die Belationen (22) Bücksicht, so bekommt 
man in der That beispielsweise für x, den Ausdruck 

wo nur die Störungen erster Ordnung mitgenommen und die 
Indices etwas verändert sind. 

In der Summe rechter Seite betrachten wir Glieder drei ver- 
schiedener Arten und setzen 

^iB,,[co%[iy^ +jy,) - cosCiy^o +jy^^'] ^ :S, + JS, + JS,. 

In 2^ nehmen wir alle solche Glieder auf, die bei einer (ge- 
dachten) numerischen Berechnung thatsächlich mitgenommen werden. 
Die Summe ^^ umfasst alle solchen Glieder, in denen die kleinen 
Divisoren nicht unter eine bestimmte endliche untere Grenze 

sinken. Da die Summe ^JP^jl convergent gedacht wird, so kann also 
JS^ f&r beliebige y^ und y, einen bestimmten endlichen Werth 
nicht überschreiten. Die Summe 2!^ enthält die sog. kritischen 
Glieder, die mit kleinen Divisoren verschiedener Ordnungen be- 
haftet sind. Wir wollen zeigen, dass ^3 für endliche Werthe der 
Zeit einen endlichen Werth nicht überschreiten kann. 
Es ist in der That 

Nun ist aber für Ideine WerÜie der Zeit gen&hert 

y.-yi" + V<. 
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wo n^^ und n,^ die OBCulirenden mittleren Bewegungen bezeichnen, 
und folglich bekommt man für JS^ den genäherten Werth 

welche Summe endlich ist Die kleinen Divisoren bewirken also 
nicht die Divergenz der Beihe für x^ — wenigstens nicht für kleine 
Werthe der Zeit — , dagegen sehen wir, dass die Wirlning dieser 
Glieder dieselbe ist, als ob in z^ und x^ seculare Glieder un- 
bekannter Grösse vorhanden wären. Ist die numerische Rechnung 
nicht genügend umfassend, so dass kritische Glieder niedrigen 
Grades in ^3 vorkommen, so wird der Unterschied zwischen 
Rechnung und Beobachtung sich bald als proportional der Zeit 
zeigen. Ist die numerische Rechnung dagegen hinreichend weit 
getrieben, werden die kleinen Divisoren sich erst nach Hunderten 
oder Tausenden von Jahren bemerkbar machen. 

Führen wir in y^ und yj ^^ Werthe von a, ß und y ein 
und machen wir dieselbe Eintheilung der Glieder wie oben, so 
finden wir, dass die kleinen Divisoren hier bewirken, dass der 
Unterschied zwischen Rechnung und Beobachtung, in Bezug auf 
y^ und y,, proportional der zweiten Potenz der Zeit wächst, oder 
wenigstens wachsen kann. Ist die Summe 



:SJB,, bez. 2^ 



convergent, so muss ^3 immer unterhalb einer endlichen Grenze 
bleiben. 

Die obigen Betrachtungen beziehen sich nur auf die Störungen 
erster Ordnung. In Bezug auf die Störungen höherer Ordnung 
gelten indessen ähnliche Schlussfolgerungen, nur das hier höhere 
Potenzen von t (oder richtiger von ju t) zum Vorschein kommen. 

Man veigleiche in Bezug auf diese Auseinandersetzungen die 
Betrachtungen in X § 6 über die Reihen in der gewöhnlichen 
Störungstheorie. 
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Die HAMiLTOK-JAOOBi'sche partielle Differentialgleichimg er- 
laubt, wie wir gesehen haben, eine grosse Freiheit in der Wahl 
der Integrationsconstanten. Ich will zuletzt noch eine solche 
Wahl erwähnen, die bei einer systemaHsehen Berechnong der 
Störongen der kleinen Planeten Ton grosser Bedeutong ist 

In der Methode von Bohun, die wir im nächsten Para- 
graphen näher besprechen wollen, werden bekanntlich die Störungen 
einer Gruppe Planeten an bestimmte Werthe der Integrations- 
constanten geknüpft, f&r welche die mittleren Bewegungen der 
Planeten eben commensurabel sind. Es ist indessen keineswegs 
nothwendig, solche Gruppenstörungen an eine Commensurabilitäts- 
stelle anzuschliessen, sondern man kann ebenso wohl von ganz be- 
liebigen Werthen der Elemente ausgehen und an dieselben die 
Störungen einer Gruppe Planeten anschliessen. Es ist sogar im 
Allgemeinen Tortheilhafter, eine Nicht-Commensurabilitätsstelle zu 
wählen, da man dann die Fimction 8 nach Potenzen von ^, und 

nicht Ton j/^, entwickeln kann. Auch in anderer Hinsicht ist es 
nur in Ausnahmefallen vorzuziehen, Gruppenstörungen an eine 
Commensurabilitätsstelle anzuschliessen. 
Wir setzen nochmals 

C=(?^ + ^C, + ^»C, + ... 
und erhalten zuerst 

-^«te'TO — ^^ 

woraus folgt 

Weiter hat man 

'H'll + V H = ^x ('i'» V; yi> y.) + ^i . 

eine Gleichung, deren Integral wir in der Form 

^1 "^ /^i^i "^ ViVt "i" periodische Function von y^ und y^ 
schreiben. 
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Wir können nun den beiden Constanten x^^ und x^^ beliebige 
numerische Werthe zuertheilen und ß und y als IntegraHonS" 
Constanten betrachten. Praktisch genommen setzt dies . offenbar 
voraus, dass man den Grössen ß und y nicht allzu grosse 
Werthe giebt. 

Für C^ wird ein solcher Werth gewählt, dass 

ist 

Die Bestimmung von 8^ und 8^ u. s. w. geschieht dann in ge- 
wöhnlicher Weise, etwa nach der Formel (10*), und man kann 
jedesmal die 8^{p'^2) in rein trigonometrischer Form schreiben. 

Da es hier bisweilen nothwendig wird, die Glieder zweiter 
Ordnung zu berücksichtigen, so wollen wir die Differentialgleichung 
für 8^ betrachten. Man hat 

"^ öx, dy^ ■*" öx, dy, ■**'»• 

Im asteroidischen Drei-Eörper-Problem ist nach (2) 

und 

so dass 

^ a^ (dS,y dF, BS, dF, 88, 

^« " 2V* UsfJ "»■ dx, ^y^ "^ dx, dy, 

ist. 

Schreiben wir 



so ist 



^1 = ßvi + rvt + S^ tv'+yv ''"^^'^^ '^^^^ 
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wo 4|^, «1® imd n,® für die Werthe Xj « x^®, x, = x,^ zu be- 
rechnen Bind. 

Man hat also 

lt- = /* + 2'.^j^^.co«(.-yx+Jy,), 

Wir bemerken y dass 0, eine Function zweiten Grades in ß 
und 7" ist Da wir indessen die Constante C^ so bestimmen wollen, 
dass die constanten Glieder in 0, + C^ Yerschwinden, so erscheint 
0, + ^a aIb eine lineare Function von ß und y ^^^ der Form 

0, + C, = 2^>> + ßT» + y 2^» 
und hier ist 

In denjenigen FftUen, wo man, bei einer direkten Berechnung 
der Störungen, die Störungen zweiter Ordnung nicht zu berück- 
sichtigen braucht« ist es erlaubt T^ — welche Function etwas 
mühsamer zu berechnen ist — zu ▼emachltoaigen und 

■ 
zu setzen. 

Bei der Anwendung dieser Methode zur systematischen Be- 
rechnung der Störungen der kleinen Planeten giebt man der 
Grösse x^^ eine Beihe ftquidistanter Werthe und berechnet die 

Cbabubr, Meebuiik des mmmeU. II. ^ 
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entsprechwden Werthe yon A^j und ihren Ableitungen. Die 
nämlichen Grössen erscheinen als Potenzreihen in x^^, welche 
Grösse man unbestimmt lassen kann. Ich habe numerische Bech- 
nungen ftir die kleinen Planeten- nach dieser Methode angefangen, 
bin aber noch nicht so weit fortgeschritten, dass ich einige Bei- 
spiele zur Erläuterung der Methode mittheilen kann. 



§ 9. Ueber die Darstellung der Integrale des Problems der drei 
Körper in trigonometrischer Form. Zweite Fortsetzung. 

Ist die algebraische Relation 

(1) F{x, y) - F^{x) + i^F^{x,y)^C^O 

zwischen x und y gegeben, so giebt es im Allgemeinen eine 
Wurzel dieser Gleichung, die nach Potenzen yon ju, in der Um- 
gebung von ju =3 0, entwickelt werden kann. Ist nämlich x^ einer 
der Werthe von x^ welche der Gleichung 

genügen, und setzt man 

x^Xq + Jx, 

80 bekommt (1) die Form 

Sx kann also, fär kleine Werthe Ton pi,, nach positiyen Potenzen 
Ton ju entwickelt werden, vorausgesetzt, dass nicht 

(2) 4^ = 

ist Hat aber C einen solchen Werth, dass die Gleichung (2) be- 
friedigt ist^ so kann dx nicht mehr nach Potenzen yon /ti ent- 
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wickelt werden, wohl aber exittirt dann eine Entwickelung von 9 9 

nach den Potenzen von Yfi. 

Läge statt der algebraischen Gleichung (1) eine Differential^ 
gUiehung von der Form 

m »-'.(lf'»)-^.(lf)+'''^.(l7'^)-<' 

Yor, so existirt im Allgemeinen eine Lösung 

5 = 5, + iu «1+^*5, + ..., 



wo 8^^ Sj^, S^f ... Functionen Yon y sind, also eine Lösung, die 
nach den Potenzen von ju entwickelt erscheint Ist aber die Glei- 
chung (2) erf&llt, so ist die entsprechende Lösung yon (S) von 
der Form 

(4) S^S^ + Yi^S^ + ^Ä, + fi^JÜS^ +.... 

Aehnliches gilt, wenn, statt der ordinären Differential- 
gleichung (8), eine partielle Differentialgleichung für S mit zwei 
oder mehreren unabhängigen Veiänderlichen y^, y^, y,, ... vor- 
gelegt wäre, und F^ nur von 

B8 88 es 

nicht aber ezplicite yon y^, y,, y, abhängig ist Nur bekommt 
hier die Bedingung (2) eine andere Formulirung. 

Kehren wir zum asteroidischen Drei- Körper- Problem zurflcki 
80 ist F^ eine periodische Function yon y^ und y, j mit der Periode 
2n in beiden. Im yorigen Paragraphen haben wir gesehen, 
dass man durch eine geeignete Wahl der willkürlichen Function 
xff{x^^, x,^ bewirken kann, dass die Grössen n^^ und n^^, welche in 
den Divisoren 

80» 
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eingehen, beliebige Werthe annehmen, was für einen Werth anch 
die Integrationsconstanten x^ und (c^^ haben mögen. Wir haben 
anch gefdnden, dass das Integral 8 der Hamilton -JACOSi'schen 
Differentialgleichung 

ivi^ TP ( BS dS\ , j, ( dS dS , \ ^ 

ÜR Aüffemeinen befiriedigt wird durch eine Beihe 
(6) 8~8„ + n8^+iJi'S, + ..., 

die nach den Potenzen von /jl fortschreitet 

Im Yorigen Paragraphen haben wir aber auch gesehen, dass 
dies nicht mehr gilt^ wenn zwischen den Ableitungen 

ö^o _^ dF, 



und 



eine lineare Relation mit ganzzahligen Co^fficienten besteht 

Das Integral läest rieh ahdann nach Potenzen wm Yjji ent- 
wickeln. Dies wurde zuerst yon Bohlik gezeigt in seiner Ab- 
handlung: „Ueber eine neue Annäherungsmethode in der Störungs- 
theorie'' (1888). Seine Methode ist yon Poinoab£ im zweiten Band 
seiner y,M6thode8 nouyelles^ zum Gegenstand eines eingehenden 
Studiums gemacht worden. 

Führen wir die Function ^p des yorigen Paragraphen ein^ 
80 dass 

(7) j?'-Ä, + ^{/;-V') 

und 

ist, so nehmen wir an, dass die willkürliche Function ip einen 
solchen Werth erhalten hat, dass 

(8) ^V+JoV-0 



1 
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ist» wo gesetzt ist: 



• 



In der Gleichung (8) bedeuten t^ und j^ zwei ganze Zahlen. 
Was für einen Werth auch die wahren mittleren Bewegungen von 
y^ und y, haben, immer kann man yf{x^f x^ so wählen, dass eine 
Gleichung yon der Form (8) befriedigt wird. 

Wir machen jetzt eine lineare Transformation: 

i ^i'^^yi+JoVt' *i -»0^1 + Vis» 



welche die canonische Form nicht veriLndert Die Zahlen Iq und 
Jq irerden so gewählt, dass 

Wo -7o»o =+1 

ist Hierdurch erreicht man, dass die Störungsfunction auch eine 
periodische Function yon tj^ und 17, wird mit der Periode 2n. 
Setzen wir 

(10*) F^R^ + iiR^, 

so ist abo 

(10) Äi=2^oC08(«>i+J^i)» 

wo Ä^^ Yon Ij und ^^ abhängig sind. 
Man hat nun 







+Jo 


a*. 




dRt 


0, 





und also ist nach (8) 

(11) 



wenn |j^ 1,^ die Werthe yon 1^ und |, sind, welche den Werthen 
x^ » x^^j x^ a or,^ entsprechen. 
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Wir betrachten nun die Differentialgleichung 
ION i?/ö5 dS\ ^ T, (dS dS , \ ^ 

und suchen dieselbe mit der Beihe 

zu befriedigen, indem wir gleichzeitig 

(12^ C^C^ + ljLC^ + fjL^C^ + ... 

setzen. 

Zur Abkürzung führen wir die Bezeichnung 

(13) «'.« — If. 

ein. 

Die Differentialgleichung für S^ lautet 

wir nehmen an^ dass die Lösung derselben in der Form 

m 

(14) S,^Si'fJi+it'v, 
geschrieben wird. Folglich hat man 

(14*) HoÜAh') C,. 

Die Einfährung der Hil&fanotion ^p hat den Vortheil, doMs 
man ^^^ und 1^^ toälkürUch wählen und somit ab Inteffratümt^ 
Constanten betrachten kann. Nachdem |^^ und ^^^ gewählt worden 
sind, erhält man den entsprechenden Werth von tft aus der Glei- 
chung (11). 

Wird die Reihe (12*) in (12) eingeführt, erhält man nun die 
folgenden Gleichungen zur Bestimmung von S^y 8^^ 8^ xl s» w. 
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^^^ *^» a,, ~ ai,« a7, a,, ■*'a{,a{, a,, a^, ■*"♦ a{,» U%^ ' 

^ ^ » a-h ~ af.«"ä^ a,. +* av la^j + 

■•"af, a{, a,, a^, ■*'af,a{, dvi a^ ■*"♦ a{,« la^J 
. a*J2. /ag,\« a^ . 9*b, {8s,v ds, . ^ • 



Die Gldchimg (I) l&sst sich dorch eine beliebige Fonotion von 
1/j befiriedigen. Eb sei 

(15) 8,^8, (,,) 

diese Lösimg. Die Function 8^ wird eo bestimmt, dose die Glieder 
in der rechten Seite von (II), welche im Argumente der trigono» 
metrischen Functionen nur f/^ -und nicht tj^ enthalten, versehwinden. 
Ist eine beliebige Function Ton der Form 

oder Yon der Form 

80 werden wir mit (0) die Summe derjenigen Glieder in be- 
zeichnen, welche nur rj^ enthalten, so dass also im yorigen Falle 

(a>)«ai7i+2y,o8inti7j 

und im späteren Falle 

(*) -2*10 cos li7i 
ist 
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Wir bestimmen also 8^ so, dass 

ist 

Die Function 8^ wird dann aus der Gleichung 

bestimmt; der Strich oben am Summenzeichen bedeutet hier, 
dass alle solche Glieder in der Summe auszuschliessen sind, wo 
j = ist. 

Das Integral dieser Gleichung lautet 

(17) Ä, = •^^^A,.%m[ifi, +jri^) + {S,), 

wo die Function {8^) nur yon rj^ abhängige und yorläufig un- 
bestimmt ist Sie wird in solcher Weise gewählt , dass die von 17, 
unabhängigen Glieder in (IQ) verschwinden. 

Zu diesem Zweck muss die Gleichung 

f._d^d8^d(S^.d^ (dS,Y 
''" oft« dvi dfj, ■*"♦ ÖV [dviJ 

oder 

^^^^ ^-■övT^ + 'TvlTO 

erfüllt sein. Nach (16) hat diese Gleichung die Form 
welche giebt 



i 
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(5,) = a^fi^ + _^2 Y^«o 8"i«>i y 

wo CK, eine Constante bezeiclinet^ deren Werth von C, abhängig ist 
Bei der Integration von (BQ) wird eine willkürliche Function 
von i7j in S^ eingef&hrt, die so bestimmt wird, dass alle Yon tj^ 
allein abhängigen Glieder in der rechten Seite von (IV) Ter- 
schwinden. Indem man in dieser Weise fortfährti erh&lt man wie 
im Yorigen Paragraphen S in der Form 

(19) 5- ai7i + ßVt + 2Ai8"^(»>i +JVt)f 

oder, wenn die Grössen y^ und y, wieder eingeftihrt werden, 

S^€c'y,+ß'!/^ + 'E^;Jf^{iy^ +jy,). 

Wir erhalten also eine Lösung in rein trigonometrischer 
Form, aber die kleinen Dimeoren kommen hier nicht mehr zum 
Vorschein. 

Ziehen wir die erhaltene Lösung etwas näher in Betracht! 

Die Operationen, die man auszufbhven hat, sind im All- 
gemeinen Ton derselben Natur wie im vorigen Paragraphen. Eine 
Ausnahme macht die Gleichung (16) f&r 8y Diese hat die Form 

Ist C^ + A^ hinreichend gross, so erhält man hieraus 

Wenn aber ]^Miol>|^s+'^ool ^ ^^ ^^^ ^® Schwankungen 
von fi^ zu einem Theil des Umkreises begrenzt, und man hat 
lAbration in 17^. 

Wir wollen den yorigen Fall näher betrachten. 
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Indem wir 1^^ und |,® als IntegrationsconBtaiiten betrachten, 
lauten nunmehr die Gleichungen zur Bestimmung von i^, ^29 Vu ^% 
folgendermassen : 

BS 

-|f = I, - /? + 2i^o«>«('>i +^>.)' 

dC . , da , BB , ^r-i B13 • /. 1 • \ 

ä^»' + *^ "^ «IT»'» "•" ät"»'* "*" 2äv* ^''1 ^J^iti' 

Bö . , Off BB , ^-1 BB • /• • • \ 



Die wahren mittleren Bewegungen r^ und t^, ^^^ ^1 ^^^ ^s 
erhält man aus den Gleichungen 

Sie werden als B^en dargestellt, welche nach den positiven 

Potenzen von Yi^ fortschreiten. Von derselben Form sind auch die 
GoSfficienten £^j. 

Da die kleinen Divisoren, welche ein Haupthindemiss für die 
Convergenz in den gewöhnlichen Methoden bflden, hier gar nicht 
auftreten, könnte man meinen, dass es hier mit der Convergenz 
besser bestellt wäre, als es mit den Beihen des vorigen Para- 
graphen der Fall war. In der That findet man auch, dass die 
Beihen &ix S^, S^, 8^ \l s. w. hier convergiren, wenn die Entwicke- 
lung der Störungsfdnction convergent ist. Wir haben aber ge- 
sehen, dass ähnliches auch bei den Beihen des vorigen Paragraphen 
erreicht werden kann. Daraus wissen wir aber noch nichts über 
die Convergenz der Beihe 

(20) Ä, + YiiS, + ßS^ +fiyii^s^ + . . ., 
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und in der That hat PomoABfi bewiesen, dass diese Reihe zn den 
diyergenten Beihen gehört 

Es ist leicht einzusehen, wie diese Divergenz zu Stande ge- 
bracht wird. 

Wir wollen zn diesem Zweck ein beliebiges Glied 

Jcos(ii7j +jf]^) 

aus der Störungsfunction herausgreifen. Dasselbe giebt zu einem 
Glied 

in S Veranlassung. Wir wollen nun die Form von £ untersuchen. 
In 8^ erhalten wir ein Glied 

und daraus 

Bezeichnet man das constante Glied in dS^idti^ mit ß, so 
entsteht hieraus nach (III) in 5, ein Glied von der Form 



und also 






|f-/?^^Jc08K+i,J 



In dS^idi]^ bekommt man in derselben Weise ein Glied 
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Folglich giebt es in 5 ein Glied 

BcoB{ifj^ +jfii), 
wo der Coefficient B nach Potenzen von 






entwickelt ist; was für einen Werth auch die Grössen fA, ß, R^' 
nnd v^^ haben, immer können wir solche Werthe von t und j auf* 
suchen, wo x einen beliebig hohen Werth hat, so dass B durch eine 
divergente Beihe dargestellt wird. 
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Ausser diesen Druckfehlem sind folgende zwei Verbesserungen sachlicher 
Natur m berücksichtigen: 

S. 142. Im Fall VQ des Zwei-Centren-Problems muss, wie von Hetm 
Prof. liEHitAifK-FiLHis in V. J. 1908 bemerkt worden ist, geradlinige und nicht 
asymptotische Bewegung auftreten. 

S. 814 und 315. Gestrichene und nicht gestrichene Buchstaben müssen 
überall vertauscht werden. Man vertausche also | gegen P, 17 gegen 7', p gßgen 
p\ q gegen /, A gegen A', l gegen X' und umgekehrt 

Ich verdanke diese Bemerkung Herrn Dr. Weueems. 
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